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MATH 417
ENONCES DES EXERCICES 6

A. ZEYTIN

Soient M et N deux variétés de classe C* de dimension m et n respectivement. Montrer que le produit
cartésien, M x N, de M et N est une variété de classe CX.

Soit M une variété de classe C*. Montrer que I'entier k ne dependent pas de la carte locale (UL, ¢).

On fixe deux entiers n et k et un espace vectoriel V de dimension n sur R. Soit G(k,n) est 'ensemble des
sous-espaces de dimension k de V. G(k,n) est appelé grassmannienne des k-plans de V. Montrer que G(k,n)
es une variété lisse.

Soit U C R™ un ouvert. Montrer que U est une variété lisse.
Soit U C C™ un ouvert. Montrer que U est une variété lisse.

Rappeler que GL, (R) :={y € M™*™: det(y) # 0}. On considére yGL,, (R) comme une applicationy: R —
R™. Montrer que v est une difféomorphisme de R™.

Montrer que le groupe des matrices
SU2(C) :={y € GL2(C): ¥'y = Iz, det(y) = 1}

Indication: S3 est une variété différentielle.

Montrer que le groupe des matrices
0(2) ={y € GL2(R): vy = I}

est une variété différentielle.

Considere S' := {z = x + /=1y € C: x? + y? = 1}. On définit: f,: S' — S! comme f,(z) =z";oun € Z>;.
Il est vrai que f est lisse?

Rappeler que deux courbes régulieres vi: (—¢, &) — M sont appélés équivalent si
e vi(0) =p, et
d d
o 2 (0p01)(0) = £ (9p 072)(0)
out (Up, @p) est une carte locale et p € U,,. Considérer (V;,1,,) une autre carte locale avec p € V,,. Montrer
que

Sy 011)(0) = = (b 072)(0).

c’est-a-dire équivalence de deux courbes est indépendent de la carte.

Soit N = (0,0,1),S = (0,0,—1) € S? C R3. On considére U = S? \ {N} et V = S?\ {S}.
i. Montrer que U et V sont ouverts de S2.
ii. Soit @y : U — R% et @y : V — R? ol @y et @y sont les applications réciproques correspondants de la
projection stéréographique. Montrer que A = {(U, ¢u), (V, ¢ )} est un atlas de S?.
Indication: pu(x,y,z) = (%5, %)
iii. Trouver k qui satisfait @ o (p\_,1 , @y o (pa1 € Ck.
iii. Il est vrai que les atlas A et {(Ui, @i): i =1,2,--- 6} sont compatibles?



12. Pour les variétés suivantes

i. Trouver une courbe réguliere y: (—¢, e) — M au p qui définit la vecteur tangent v, et

ii. Calculer Xj(f) ;

ou:
M P Ve T,M f
S? (1,0,0) (0,2,0) f(x,y,z) =x*7 +2xy +z
{(cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u),v): (u,v) € [0,27r] x R} | (1,0,0) (0,—1,0) flx,y,2) =x+y+z
{(cos(u),sin(u),v): (u,v) € [0,271] x R} 0,—1,1) | (=1,0,1 f(x,y,z) = x> +xy +y?
{(sinh(v) cos(u), sinh(v) sin(u),u): (u,v) € R?} (0,0,pi/2) | (1,0,0) f(x,y,z) = extytz
{(ucos(v),usin(v),v): (u,v) € [0,1] x [0, 27} (0,1,7t/2) (0,0,1) | f(x,y,z) = sin(x) + cos(y) + tan(xyz)

13. Soit f: S™ — PR définie comme f(a) =

I'origine et a € S™.

i. Montrer que f est une application lisse.

ii. Montrer que fest2:1,ie. [f1(

iii. On définit la relation déquivalence sur S™

X=(xi,---
Montrer que P est homeomorphe a
St/ ~=
14. Considere l'application
f: PR
[xo = x1]

i. Montrer que f est bien-définie

{X]: X e ST,
— P%{
= [xoxs

Indication: Pour montrer, on doit vérifier:

- l'image d’un element de P ne dépend pas du représentant (xo,x1)

yXng1) ~ =X =

[a])| = 2 pour chaque a € S™.
c R comme:

(%1, y —Xn41).
X] = {X, =X}}.
:x(z) +x% :x(z) fx%]

[a] ; ot [a] est la classe d’équivalence dans P du droite passant par

€ R*\{(0,0)}, et

- l'image d’un representant de P}; est bien un représentant d'un élément de PZ.
ii. Montrer que f est une application lisse.

15. Deduire version globale de Gauf-Bonnet Théoréme en utilisant version locale de GauS-Bonnet théoreme.




