MATH 371
ENONCES DES EXERCICES 8

A. ZEYTIN

1. Déterminer le type de la singularité et le résidu des fonctions suivantes a z, = 0:

» f(z) =

"~ sin(z)
28 4+423 +3
flz) = =~ =
(2) Z2+z
» f(z) = cot(z)
> f(z) = csce(z)
1Z— z
flz) = ———
> flz) ez’ —1

» f(z) = zsin(%)

2. Soit f: C — C une fonction analytique et soit g(z) := 7- f(z) - cot(nz). Montrer que Res(g,n) = f(n) pout tout
nez.

3. Soitz, € C\{z € C: Im(z) = 0 et Re(z) < 0} fixé. Déterminer la série de Taylor de f(z) = log(z) en z, et son
rayon de convergence.

b

4. Trouver a,b € C tels que e* = e”, mais log(a) # log(b). Qu’est-ce qu’on deduit pour log(z)?

5. Soit z € C. Montrer que
» log(e*) =zsiIm(()z) € (—m, 7.
b gz =725z € C\ {0

log z + log(w) si arg(z) + arg(w) € (—m, 7
6. Soient z,w € C\ {0}. Montrer que log(zw) = { logz + log(w) — 2mi  si arg(z) + arg(w) € (m, 27]
logz + log(w) + 27l si arg(z) + arg(w) € (—2m, —7]

7. Définir une fonction analytique, f, sur C \ {z € C: Im(z) = 0 et Re(z) < 0} tel que f(x) = x* pour tout x € R,
x > 0.
» Calculer f(i)
» Calculer f(—i)
» Calculer f(21)
» Calculer f(—21i)
» Démontrer que f(z) = f(z).

8. Calculer les intégrales suivantes:

> P dz; ot y est le cercle de centre —1 4 i et rayon 1 orienté de dens anti-horaire.
z
v
( 1
> 55 dz; o1 y est le cercle de centre i et rayon 2 orienté de dens anti-horaire.
v z(z* =2z +2)
sin(z) . . . .
> | 122 dz; o1y est le cercle de centre 0 et rayon 2 orienté de dens anti-horaire.
22 —
v
[ sin(z) R . _ ,
> 241 dz; o1y est le cercle de centre O et rayon 2 orienté de dens anti-horaire.
Jy
1
» | ——— 7 dz ouy estle cercle de centre 0 et rayon 1 orienté de dens anti-horaire.
v z(sin(z))



10.
11.
12.

1
> L Z—1)2(2+4)

1 . .
> J ——5—5— dz; ol y est le cercle de centre 0 et rayon 4 orienté de dens horaire.
v

dz; o1y est le cercle de centre 1 et rayon 1 orienté de dens anti-horaire.

(z—1)2(z2 +4)

> L m dz; ol y est le cercle de centre i\/3 et rayon 1 orienté de dens anti-horaire.
Montrer que pour k > 1, k € N fixé I'équation z™ = e* — k possede exactement n solutions dans D.

Soit f: D — D une fonction analytique. Montrer que 1'équation f(z) = z a exactement 1 solution dans z € D.
Combien des résolutions de I'équation 2z* — 2z% + 2z? — 2z + 9 = 0 sont dans D?

Utiliser théoreme de Rouché pour démontrer que si p(x) est un pdlynome de degré n alors 1’'équation p(z) = 0
a exactement n solutions.



