MATH 452
ENONCES DES EXERCICES 2

A. ZEYTIN

On suppose que X est un ensemble non-vide, T une topologie sur X.

(1) Montrer que si B est un ouvert de I'espace topologique X et AN B = () alors AN B = () mais que AN B n’est pas
nécessairement vide.

(2) Décider si vrai ou faux:

(3) Déterminer la frontiére et I'intérieur des ensembles suivantes:
» Q xQCR?
» {(x,y) eR?:0<x< 12ety =0},
» {(x,y,z) ER3:0<x<1,0<z<lety=1},
» {(x,y) eRZ: x> +y2 =1},

(4) Soit X un espace topologie et A une partie de X. Montrer que:
» 0(A) =0(A°)
» A = 0A siet seulement si A est fermé et d’intérieur vide.
» 9(AUB) C 9(A) U9d(B) et que l'inclusion peut étre stricte.
» AUB=AUB

(5) Soit X ={a+byv2 € R: a,b € Z}.
» Démontrer que X est fermé sous ’addition et la multiplication.
» Soitu = /2 — 1. Démontrer que pour tous a < b il existeunn € N tel que 0 < u™ < b — a.
» Déduire qu’il existe m € Z tel que a < mu™ < b.
» En dédure que X = R.

(6) Soit X = {0, 1} muni de la famille des ouverts T = {§, X, {0}}. Décider sil’espace topologique (X, t) est Hausdorff.

(7) Soient (X,Ttx et Y,Ty deux espaces topologiques, {&n}nen une suite dans X et {fnJnen une suite dans Y.
Montrer que lim &, = x et lim 3, = 3 si et seulement si lim {,, = ; ot {,, est la suite définie par (xr, fn) dans
X xY.

(8) Soit X un espace topologique et f une application quelconque de X dans un ensemble Y. On dit qu'une partie
A de Y est ouverte si f ' (A) est un ouvert de X. Vérifier qu’on a définie une topologie sur Y.

(9) Soient K, K’ deux parties compactes d'un espace topologique X. Démontrer que
» KNK/, et
» KUK’
sont compactes aussi.

(10) Sur X = R? on définit la distance entre (a;,b7) et (a2, b2) comme:
max(|(az —ay) + (b2 —b1)l,laz — a3 — 2(b2 — by)).

» Montrer que (X, d) est un espace métrique.
» Calculer la distance entre quelques points de X.
» Déssiner sa boule unite ouverte et fermée.

(11) On note X = (> l'espace des suites réelles bornées, et Y = co l'espace des suites réelles tendant vers 0, tous
deux munis de la métrique

d(x,y) = sup |xn —ynl.
neN



» Pourx, = (—1)"ety, = sin(%) calculer d(xn,yn).

» Pour x,, = e'/™ety, = cos(1/n?) calculer d(xn,Yyn).

» Montrer que Y est fermé dans X.

» Montrer que ’ensemble des suites nulles a partir d"un certain rang est dense dans Y mais pas dans X.
Indication: Une suite de 1*° est notée (xP),en, pour chaque p > 0, xP est elle méme une suite xP =
(xP(0),xP(1),xP(2),...).
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(12) Soit X = C([0, 1], R) muni de la métrique d(f, g) = J If(t) — g(t)] dt.
0

» Pour f(t) = sin(t) et g(t) = cos(t) calculer d(f, g).

» Pour f(t) = t? et g(t) = | calculer d(f, g).

» Pour f(t) = t? et g(t) = t?et calculer d(f, g).

Repeter le méme exercice en utilisant la métrique d(f,g) = sup [f(t) — g(t)]
te[0,1]

(13) Trouver unp > 1, p € R U{oo} tels que les suites suivantes appartiennent a {P:
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(14) Donner deux éléments, « = {c;j}jen et B = {Bj}jen de €* et calculer d(«, B).
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