
MATH 452
ÉNONCÉS DES EXERCICES 3

A. ZEYTİN

(1) Décider si les suites suivantes sont de Cauchy ou pas:
I αn = sin(n)

2n ,
I αn = (−1)n + 1

n
,

I αn = cos(1)
1! + cos(2)

2! + . . .+ cos(n)
n! ,

I αn = 1+ 1
2
+ . . .+ 1

n
.

(2) Soit {αn : n ∈ N} une suite de Cauchy dans un espace métrique (X, d). Montrer que si αn admet une sous-suite
αkn

qui converge vers αo ∈ X alors αn converge vers αo.

(3) Soit {αn : n ∈ N} une suite dans un espace métrique (X, d). Montrer que si αn est Cauchy alors αn est bornée.
L’inverse est-il vrai?

(4) Soient {αn : n ∈ N} et {βn : n ∈ N} deux suites de Cauchy dans un espace métrique (X, d). Montrer que la
suite γn := d(αn, βn) est une suite convergente dans l’espace (R, | · |).

(5) Soit 0 < a < 1 un réel et {αn : n ∈ N} une suite dans un espace métrique (X, d) qui vérifie:

Pour tout n ∈ N, |αn+1 − αn| < a
n.

Montrer que {αn : n ∈ N} est une suite de Cauchy.

(6) Décider si les métriques suivantes sur R sont complets ou pas:
I d(x, y) = | arctan(x) − arctan(y)|
I d(x, y) = |x3 − y3|
I d(x, y) = |ex − ey|
I d(x, y) = log(1+ |x− y|)

(7) Soient α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ X = Rn. On définit:

dsup(α,β) = max
1≤j≤n

{|αj − βj|}.

Montrer que (Rn, dsup) est un espace métrique complet.


