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Question 1 (8 points)
Décider si les fonctions suivantes donnent une mérique sur R:

(a) (4 points) d(x,y) = max{x —y, 0}

(b) (4 points) d(x,y) = eV



Question 2 (12 points)
Supposons que (X, (-, -)) est un espace de Hilbert et T: X — X un opérateur linéaire borné.
Montrer que ker(T*) = R(T)+



Question 3 (27 points)
Soit X = L?([—1, 1], R). On consideére le sous-espace P = {ap+a;t+art? € X: ap, ar, az € R}.

(a) (8 points) Montrer que 'application
(Y iXxX — R
(x(t)y(t)) = x(t),y(t)) == x(=1y(=1) +x(0)y(0) + x(T)y(1)

est un produit scalaire sur X.

(b) (9 points) En utilisant la base {y1(t) = 1,y2(t) = t,y3(t) = t?} pour P, déterminer
une base orthonormale pour P.



(c¢) (10 points) Déterminer I’élément x, € P, i.e 'application xo: [—1,1] — R, tel que la
forme linéaire f: P — R définié par f(x) = x(0) vérifie f(x) = (x,%,) pour tout x € P.



Question 4 (24 points)
Soit X := {x € L?([a,b],R) |x(a) = x(b) = 0 et f est indéfiniment dérivable} muni du pro-
duit scalaire

On définit T: X — X par

Tx == % <t§tx(t)> + x(t).

(a) (8 points) Montrer que T est un opérateur linéaire.

(b) (6 points) Calculer T(t%2 + et).



(c¢) (10 points) En supposant que T est borné déterminer T*. (Indication: Utiliser
intégration par parties)



Question 5 (24 points)
Décider si les assertions suivantes sont vraies ou faux:

(a) (6 points) Soit (X, |- |]) un espace normé et Y un sous-espace de X. Y est compacte si
et seulement si Y = {0}.

(b) (6 points) Soit (X, ||-]|) est un espace normé et soit Y un sous-espace de X. Alors Y est
complet.



(c) (6 points) Soit (X, (-,-)) un espace préhilbertien et S,T: X — X deux opérateurs
linéaires bornés tels que (Sx,x) = (Tx, x) pour tout x € X. Alors S =T.

(d) (6 points) Soit (X, (-,-)) un espace préhilbertien et x,y € X tels que [|x|| = |ly||. Alors
(x—y,x+y) =0.



