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Question 1 (12 points)
Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire borné entre deux espaces de Banach X et Y. Montrer
que s’il existe une constante C ∈ R \ {0} tel que ||Tx|| ≥ C||x|| pour tout x ∈ X alors R(T) est
un fermé de Y.



Question 2 (45 points)
Pour un entier naturel n ≥ 1 on considère X = R[t][n] = {a0 + a1t + . . . + ant

n : ai ∈ R}

comme un espace vectoriel sur R.

(a) (5 points) Montrer que la fonction

||x (t)|| = ||a0 + a1t+ . . . antn|| :=

n∑
i=0

|ai|

est une norme sur X.

(b) (5 points) Montrer que d : X −→ X, définié par (dx) t := x ′(t) est un opérateur linéaire
sur X.



(c) (5 points) Décider si d est injectif.

(d) (8 points) Décider si d est borné. Si oui, calculer ||d||.



(e) (8 points) Soit n = 3. Pour la base BX,3 = {1, t, t2, t3}. Trouver la matrice qui
représente d par rapport à BX,3.



(f) (8 points) Supposons que f : X −→ R une forme linéaire qui satisfait f(xy) = f x · f y.
Montrer que si f 6≡ 0 alors il existe un réel to ∈ R tel que f x = x(to) pour tout x ∈ X.

(g) (6 points) Pour t0 = 1/2, trouver la matrice qui représente f par rapport à la base
BX,n = {1, t, t2, . . . , tn}.



Question 3 (12 points)
Montrer qu’une forme linéaire non-nul f sur un espace norme (X, || · ||) est continue si et
seulement si N(f) est un fermé de X. (Indication: Trouver une suite xn avec ||xn|| = 1 telle
que |f(xn)| ≥ n et considérer la suite z− f z

f xn
xn où z ∈ X \N(f). )


