MATH 204
ENONCES DES EXERCICES 5

A. ZEYTIN

(1) Dans cette exercice, on va démontrer le théoréme de Cauchy : Soit G un groupe fini. Si p est un nombre
premier qui divise |G| alors G contient un élément d’ordre p, ¢’est-a-dire il existe un g, € G tel que (g, ) est un
groupe d’ordre p. Pour ¢a, on consideére I'ensemble :

X={(x1,...y%p) €GP [x7 - X2 -...-Xp =€}

» Montrer que la cardinalité de X est |G|P~!.

» On considere l'action de Z/pZ = (1) sur X induit par: Te(x1,... yXp) == (XpyX1,...,Xp—1). Montrer qu’on
obtient vraiment une action.

» Montrer que la cardinalité d'un élément de X/(Z/pZ) est soit 1, soit p.

» Montrer que [(e,e,...,e)] ={(e,e,...,€e)}

» En considérant la formule des classes, déduire le théoreme de Cauchy.

(2) Soient A ={1,2,...,n} et pour un entier naturel k < n, Xy les parties a k éléments de A, donc Xy contient (E)
éléments.
» Montrer que l'application

o: G, x Xk — Xk
(o {1y .oyouc}) = oe{ag,. ..o} ={o(er),..., 0(o)}
définit une action de &,, sur Xj.
» Déterminer le stabilisateur et I'orbite de {1, 3,4} € X5 sous l’action de &4.
» Déterminer le stabilisateur et I'orbite de {1, 3,4} € X3 sous l’action de &s.
» Est-ce que I’action transitive?
> Expliciter la formule des classes pour cette action (c’est-a-dire |[x,] = |G|/[Stab(x,)I).

(3) Expliciter (c’est-a-dire déterminer I’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique de
&3 dans &¢ induit par I’action de &3 sur lui-méme par multiplication a gauche.

xpliciter (c’est-a-dire déterminer ’'homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique de
4) Expliciter (c’est-a-dire déterminer 1'h phi le noyau de I'image) la représentation symmétrique d
Qs! dans G induit par l'action de Qg sur lui-méme par multiplication a gauche.

(5) Expliciter (c’est-a-dire déterminer 1’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique de
Z/27Z x 63 dans &1, induit par 1'action de Z/2Z x &3 sur lui-méme par multiplication a gauche.

(6) Expliciter (c’est-a-dire déterminer I’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique de
D;.4 dans &3 induit par I'action de D;.4 sur lui-méme par multiplication a gauche.

(7) Soit G =G4 etH = ((12),(34)).
» Déterminer I'ensemble G/H. Est-ce que H distingué?
» Déterminer 'orbite et le stabilisateur de (23)H € G/H et vérifier la formule des classes pour 'action de G
sur G/H par multiplication.
» Expliciter (c’est-a-dire déterminer ’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmétrique
de &4 dans &g induit par cette action.

(8) Soit G =D2-4etH = (op).
» Déterminer I'ensemble G/H. Est-ce que H distingué?
» Déterminer 'orbite et le stabilisateur de H € G/H et vérifier la formule des classes pour 'action de G sur
G/H par multiplication.
» Expliciter (c’est-a-dire déterminer ’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique
de D;.4 dans &4 induit par cette action.

IRappeler que le groupe Qg = {£1, 41, 4j, +k}avecij = jk = ki = T etji = kj = ik = —1.



(9) Soit G =D2-4etH = (p).
» Déterminer I'ensemble G/H. Est-ce que H distingué?
» Déterminer l'orbite et le stabilisateur de H € G/H et vérifier la formule des classes pour 'action de G sur
G/H par multiplication.
» Expliciter (c’est-a-dire déterminer ’homomorphisme, le noyau de I'image) la représentation symmeétrique
de D,.4 dans &; induit par cette action.

(10) Déterminer les orbites et stabilisateurs de ’action de
» Dy.4 sur lui-méme par conjugaison.
» Qgsur lui-méme par conjugaison.
» Z/27 x &3 sur lui-méme par conjugaison.
Pour chaque cas, éxpliciter I'equation aux classes (|G| = |Z(G)| + Z{ﬂ Ky).

(11) Montrer que le centre de
» S, ={(1)},sin>3.
» d’un groupe abélien G est G.

(12) Supposons que G est un groupe qui a exactement 2 classes de conjugaison - c’est-a-dire |G/G| = 2 o1 G agit
sur lui méme par conjugaison. Déterminer G.



