MATH 201
ENONCES DES EXERCICES 3

A. ZEYTIN

(1) Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

> f(x1,x2) = X%+4X%—25
> f(x1,%2) =1/25— 9x} —4x3
X1X2
> f(x1,x2) = m
> f(x1,x2) = \/Xw%z
» f(x1,x2) =
X7 _X%

(2) Donner une description géometrique des courbes de niveau des fonctions suivantes :

> f(x1,x2) = x}

» f(x1,x2) = sin(x1)

» f(x1,x2) =x2

» f(x1,x2) =1 fx1 fx%
( )

> f(x1,%2) = %% +2x1 + %3

(3) Soient U C R?, f,g: U — R deux fonctions, (a7, az) € int(U) avec

lim f(x1,x2) =L et lim gx1,x2) =M
(x1,x2)—=(ar,az) (x1,x2)—=(ar,az)
Montrer que
> lim (f+g)(x1,x2) =L+M
(x1,x2)—(ar,az)
> lim (f—g)(x1,x2)=L—M
(x1,x2)—=(ar,az)
> lim (fg)(x1,x2) =LM

(x1,x2)—(ar,az)
(4) Calculer les limites suivantes :
2 _ 2
lim 1%
(x1,x2)=(0,0) X3 + X3
lim X
(x1,%2)—(0,0) X3 + X3

>

>

> lim X1
(x1,x2)=(0,0) " X3 + x%

> hm

X],Xz O O
X +X
\/ 1 2

> lim
(x1,x2)—(0,0) X1 +X2

lim ==
(x1,x2)(0,0) 2x§ + X3
.2
S~ (X7 )X1X
. i Sbadan
(x1,%2)=(0,0) X7 + X5
: 2
COS(X1 ) s1n(x
> g Cosba)sinbo)
(x1,%2)=(0,0) (X7 +x5)



> lim

(x1,x2)—

4

(x1,x2)—

> lim

(1,7)

cos(x1x2)
)T —xq —cos(xz)
(x1 —1)*x

(1,0) (x1 —1)2 +x3

3 —x1%2

(x1,%2)—(1,2) 4x% —x3

(5) Est-ce qu’il existe un A € R tel que la fonction f(x1,%;) = m»
Ay
sur R??
sin(x1x2) .
3 2 SLIXnX 0,0
(6) SOitf(X'l)Xz): X%‘i’X% ( Ty 2)#( ) ).
0, si (x1,%x2) = (0,0)

sin(x1) sin®(x2)

» Décider si f est continue sur R2.
» Calculer Vf pour tout (x1,x2) € R2.

(7) Calculer fy et f; ou

> f(x1,%2) = {x$+3x§>

> f(X],Xz) _ { x%+43x3 )

3 3
2x7—X>5

O) Si(XhXZ):( )O

0
BA2G s (xq,%2) #
(

0, si (x1,%2) =

2 2
X7 —2%x5

0, six] =Xz

b f(x1,%2) = { o Six #xz.

(8) Déterminer une équation du plan tangent en P de la fonction f ot :
» f(x1,x2) =xF —x3,enP = (1,2)

f

f(
(
f(
(

) =
)
XhXZ)
) =

vvyyy

» f(x1,x2) =

(9) Calculer les dérives partielles jusqu’a deuxiéme ordre des fonctions suivantes :

> f(Xth)
X1,X2

f( ) =
(X1) )
f( ) =

(10) Soit f(x1,x2,%x3) =

(11) Soit f(x1,x2) = sin?(x} +x3) — cos

=x2 enP =(1,1)

X1 +Xz

X1,X2) = sin(32 2 2),en P = (4,7)
=In(x? +x3),enP = (-2,1
f(x1,x2) = arctan(x; +x2) enP =

(
\ﬂm +x2) enP = (%,%

\/ X3 +2x3

X1 eXZ +xe!
In(x? + xz)
X1,%2) = arctan(x§ — x3)

ﬁ Calculer fy7 + 22 + f33.
xX X’Z X
2(x3 +x3).

» Déterminer une équation du plan tangent de f a I'origine (0, 0).

0-°f
» Calculer FYes and m

2

0

02f

si (x1,%2) =

si (Xl)XZ) 7é (O)O)

(0,0)

est continue

(12) Une fonction f: U — R; ot U C R? une partie ouverte non-vide, est appellé harmonique si f satisfait
I’équation de Laplace (en dimension 2) :

22u 0?2

uw
ﬁ—i_a% f11+fzz—0

Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques :
= A(x? —x3%) + Bx1x2; oit A, B € R constants.

> f(x1,x2)

> f(x1,%2) = 3xIx2 — X3

3



> f(X],Xz) = X%XTB(%, pour (X],Xz) 76 (0,0)
» f(x1,%2) = In(x§ +x3), pour (x1,%2) # (0,0)
(13) Une fonction f: U — R; ot U C R3 une partie ouverte non-vide, est appellé harmonique si f satisfait
I’équation de Laplace (en dimension 3) :
?u  d*u  d*u

ax% aX% + ax% = f1,1 + fzyz + f3)3 =0.

Montrer que f(x1,%x2,x3) = e3*1 742 5in(5x3) est harmonique.

X1 X2

———, 55— | est harmonique,
24x27 %3 +x3 )

(14) Montrer que si f(x1,%2) est une fonction harmonique sur R?, alors f (
aussi.

(15) Calculer les dérivées partielles suivantes en termes de dérivées partielles de f :

> s 1( (x1 +2,4x3))
> 2 L(f0a +2,4x2))
> o (xaf(x1, 1), fxz, 1))
> ol (xaf(x1, 1), fx2, 1)
03 f
(16) Calculer ( (ZX] + x2,3%x1 +4X2))
167(2

(17) Posons x1 = e® cos(t), x, = e®sin(t) et z(s, t) = u(xq (s, t),x2(s,t)). Montrer que

&+&:(XZ+XZ) &4,&
3s2 otz T TP ad T 3



