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1 Goldbach ve Ikiz Asallar
Sanisi

Tlkokul siralarinda hepimiz defterimize yazmigizdir.
Asal sayilar, ”"sadece 1’e ve kendisine boliinebi-
len dogal sayilar”’dir. Ders disinda yiiziine bak-
madigimiz bu ”basit” tanmiminin aksine giinliik
hayatimizda ¢ok 6nemli bir yeri vardir asallarin.
Oziinde bilgisayarsiz, tabletsiz, telefonsuz (aslinda
internetsiz) yagayamayan bir¢ogumuzun minnet
duymasi gereken sayilar denilebilir. Bulundugumuz
teknoloji caginda haberlegmelerimizin (e-posta, vs.)
veya bankalarin internet subelerinde yaptigimiz
iglemlerin gizliligini, ¢evrimici yapilan aligveriglerin
glivenligini, en azindan simdilik, onlara bor¢luyuz.
Buna karsilik, bu 6zel sayilarla ilgili bildiklerimiz;
buzdagimin sadece goriinen kismidir. Goriinmeyen
kisminda ise ¢ok biiyiik soru isaretleri ve bolca
gizem vardir.

Akla gelen ilk sorulardan bir tanesi gu gézlemler
dizisinde yatmaktadir:

6=2+2+2
T=2+4+2+4+3
8=2+3+3
9=3+3+3
10=2+3+5
11=3+3+5
12=2+3+7

Goldbach, Euler’e yazdigi mektupta asagidaki
saniy1 (Zayif Goldbach sanis1) ortaya koyar:

Besten biiyiik her dogal say: ti¢ tane asal sayinin
toplami bigiminde yazilabilir.

Bunun ardindan Euler iddianin daha giiglii bir
hali olan su saniy1 ortaya koyar: Ikiden biiyiik veya
ikiye esit her ¢ift dogal say1 iki tane asal sayinin
toplami formunda yazilabilir. Giiniimiizde 1’1 asal
say1 olarak kabul etmedigimiz i¢in bu saniy lite-
ratiirde agagidaki hali ile yer almaktadir:
Goldbach Samst: Ikiden biiyiik her cift dogal say
iki tane asal saymin toplami formunda yazilabilir.

Saniy1 desteklemesi igin yine birkag 6rnek vere-
lim:

4=2+2

6=3+3
8=3+5
10=3+7
12=5+7
14=7T4+7
Goldbach ve FEuler’in iddialarim1i 7 zayif”
ve "giiclii” olarak smiflandirmamizin sebebi,

Giiclit Sani’min Zayif Sani’y1 gerektirmesidir. Bu-
nun nedenine bakalim:

5ten biiyiik bir n dogal sayis1 alalim ve bu
sayidan 3 cikararak 2’den biiyiik bir dogal say1, m,
elde etmis olalim. Eger giiclii san1 dogru ise sayet m
dogal sayis1 iki tane asal sayimin toplami geklinde
yazilabilir. Bu asallar p; ve ps olsun. Dolayisiyla
n = (n—3)+3 say1s1 p1, p2 ve 3’lin toplami; yani lig
tane asalin toplami geklinde yazilabilir. Bu yiizden
Giiclii Sani dogru ise Zayif San1 da dogrudur.

Harald Andrés Helfgott zayif saniy1 ispat-
ladigini 2013 yilinin sonunda, “The ternary Gold-
bach conjecture is true” baglikli makalesi ile
ilan etmistir. Bu makale yazildig1 esnada ispatin
dogrulugu halen kontrol edilmekteydi. Bu tabii ki
gliclii saniy1 desteklemesi acisindan ¢ok énemli bir
adim olsa bile giiclii san1 halen ¢oziinii beklemek-
tedir.

Asal sayilarla ilgili diger bir problem ise ikiz
asallar sanisidir. Bu saniy1 ifade edebilmek igin bir
tanimla baglayalim:

Tanim 1.1. Bir n dogal sayisi i¢cin hem n hem de
n+ 2 bir asal sayr oluyorsa (n,n + 2) ikilisine ikiz
asallar denir.

(5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43),
(59,61) ikiz asallara ornektir. Adi her ne kadar
geometri ile 6zdeslesmis olda da ”Sonsuz tane
ikiz asal vardir.”seklinde ifade edilen Ikiz Asallar
Sanisi'n ilk ortaya atanm Oklid oldugu diisiilmek-
tedir. Probleme yaklagim asal sayilarin arasindaki
mesafelerin anlagilmasi iizerine odaklanmaktadir.
Cem Yalgin Yildirim ve ¢aligma arkadaglar: heniiz
ispatlanmamig olan Elliot-Halberstam sanisinin
dogrulugunu kabul ederek aralarindaki fark 16 olan
sonsuz tane asal sayiin varligini ispatlamiglar ve
bu cahismalariyla Frank Nelson Cole Odiiliine layik
goriilmiiglerdir. Konu iizerinde makale yazildig1 es-
nadaki en giincel sonug Yitang Zhang’in ¢caligmalari
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kullanilarak elde edilmigtir. Buna gore aralarinda
246 fark olan sonsuz tane asal vardir.

2 Ikinci Dereceden Tek
Degiskenli Polinomlar ve
Asallar

Genel sonuglar: an igin bir kenara birakalim. Cahil
cesareti ile kendimize ilk olarak su soruyu soralim:
Oyle bir tamsay1 katsayili p polinomu var midir
ki her n dogal sayisi i¢in f(n) bir asal say1 ol-
sun*? Bu arastirma icin polinomlar: derecelerine
gore siiflayalim. Derecesi 0 olan polinomlar el-
bette ki hemen elenecekler. Derecesi 1 olan bir p
polinomu p(z) = ax + b geklinde yazilabilir. Po-
linomun degerlerinin pozitif kalmasi i¢in a > 0
olmahdir. Her n dogal sayisi i¢in p(n) = p,,’in asal
say1 oldugunu varsayarsak tiim asal sayilar a mo-
dunda birbirine (ve dolayisiyla b’ye) denk olmalidir.
Bu p(0) = pg = b’'ninde asal say1 olmasini gerekti-
rir. f(b) = ab+b = (a+1)b de varsayimimiz geregi
asal olmalidir. Celigki!

Dolayisiyla boyle bir polinomun derecesi iki-
den biiyiik veya egit olmalidir. Tamsay1 katsayili
polinomlarin kiimesini Z[x] ile gosterelim. Genel
durumu incelerken kullanacagimiz bir kag tanima
ihtiyacimiz var:

Tamim 2.1. p(x) tamsayr katsayls bir polinom ol-
sun, yani p(x) € Z[x] olsun. Her x tamsayise i¢in
p(z + k) = p(a) esitligini saglayan sifirdan farkh
bir k tamsayist var ise p(x) polinomuna periyodik
polinom denir.

Lemma 2.2. Hicbir tamsay: katsayils ve sabit ol-
mayan polinom periyodik degildir.

Kanit. p(x) € Z[z] sabit olmayan ve periyodik
bir polinom olsun. a;’ler gercel say1 olmak tizere
p(z) :== Y., a;z" seklinde yazahm. p(z) periyodik
oldugu i¢in 6yle bir k£ tamsayis1 bulabiliriz ki her
2 tamsayisi igin p(x + k) = p(z) olur. Dolayisiyla
her m dogal sayis1 igin:

0 = p(0+m-k)—p(0)
= a1(m—1)(z) + az(m? — 1)a® +
+ ap(m” —1)z"

esitligini elde ederiz. Yukaridaki polinomu x yerine
m’nin bir polinomu olarak gorecek olursak, her m
dogal sayis1 ve her x i¢in 0 olan bir polinom elde
etmis oluruz; bagka bir deyigle her v dogal sayisi
i¢in p(v) = 0 olur, i.e. m — v polinomu p(m) polino-
munu boler. Bu da p polinomunun m degiskenine

gore derecesinin sonsuz oldugu anlaminda gelir
ki bir polinomun derecesi en fazla sonlu olabilir.
Celigki! O

Lemma 2.3. p(x) tamsay katsayls bir polinom, q
ve v birer dogal sayr olsun. Eger p(v) =0 (mod q)
ise her k dogal sayist igin p(v 4+ kq) = 0 (mod q)
olur.

Kamit. p(z) polinomunu p(z) = Y. a2’
seklinde yazalim. O halde

n

Z a;(v+ kq)i

i=0
=ap + a1 (v+kq) +az(v + k‘Q)Q +
+ an(v + kq)"

= ao + a1(v + kq)

+ ao(V? + 2vkq + k*q%) +

+ ap[v" + <71l> V"l kg

+ (n " 1) v(kg)" ™!

2
=ag+av+av +...+a, "

+q (ark + a2 (2k + k%q) + ... +)

RIS

=p(v) +qM

p(v +kq) =

olur. Yani p(v + kq) = p(v) (mod q). O

Yukaridaki gozlemlerimizin direkt sonucunu
vermeye artik haziriz:

Teorem 2.4. Hicbir tamsayr katsayil ve sabit ol-
mayan polinom her n dogal sayist icin asal sayr
uretemez.

Kanat. Boyle bir p(z) polinomunun varligim kabul
edelim. Herhangibir v dogal sayis1 icin p(v) = p,
bir asal say1 olsun. Lemma 2.3 bize her k tam-
sayis1 icin p, asal sayismn f(v + kp,) sayisim
boldiigiini soyler. Ote yandan p(z) polinomu sabit
olmadig igin Lemma 2.2 bize p(z)’in periyodik de
olamayacag sonucunu verir. Dolayisiyla p(v + kp,)
bir asal sayiya esit olamaz. Celigki! O

Teorem elbette ki yapilan arastirmalarin so-
nunu degil sadece yeni bir baglangici isaret edi-
yor. Ornegin okuyucuyu Teorem 2.4’i rasyonel
fonksiyonlar yani iki tamsay1 katsayili polinomun

*Katsayilarin gercel olmasina miisaade edersek elde edilecek polinomun degerlerinin birakin asal say1 olmay1 tamsay1

olmasimi bile beklemek hayalperestlik olurdu.
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bolimii seklinde yazilan fonksiyonlar icin de ge-
nellemeye davet ediyoruz. Bu gergekler bizi asal
iireten fonksiyon aramaktan oldukca uzaklagtiriyor.
Yine de umuyoruz agagidaki gézlemleri siz de bizim
kadar sasirtict bulursunuz:

» p(r) = 222 + 11 polinomu igin p(0) =
11,p(1) = 13,...,p(10) = 211 sayilarinin
hepsi asaldir.

> p(a) = —662% — 34852 — 60897z + 251831
polinomu igin p(0) = 251831,p(1) =
194713, ...,p(45) = —716659 sayilarimn
hepsi asaldir.

» p(r) = 2* + 2922 + 101 polinomu icin
p(0) = 101,p(1) = 131,...,p(19) = 140891
sayilariin hepsi asaldir.

Yukaridaki listeyi uzatmak elbette ki miimkiin.
Merakli okuyucuyu:
http://mathworld.wolfram.com/
Prime-GeneratingPolynomial.html
sitesini ziyaret etmeye davet ediyoruz. Polinomlar:
tekrar ziyaret etmek iizere birakiyoruz. Sizlerle bir-
likte simdi bagka tesadiifleri incelemeye koyulalim.

3 Ulam Spirali

Bu ve oOntimiizdeki boéliimde dogal sayilar
aligageldigimiz say1 dogrusu ve koordinat sistemi-
nin digindaki sistemlere -spirallere- oturtaca giz
ve asal sayilar igaretleyerek gozlemler yapacagz.
Simdiden soylemeliyiz ki sasirtici sonuglara sahit
olacagiz.

Ik olarak Ulam Spirali’ni ele alalim. 1963
yilinda "modelleyicisi” matematik¢i Stanislaw
Ulam’in katildig: sikici bir toplantida defterinde
yaptigr karalamalar sonucu ortaya ciktigi riva-
yet edilen spirali elde etmek icin kareli bir sayfa
alalim. Sayfanin tam ortasindaki kareye 1, bunun
hemen yanindaki (buradaki se¢im tamamen bize
ait, biz soldan saga dogru yazmaya aligtigimiz icin
Resim ??’de 1’in sagina yazdik) kareye 2, 2'nin
ustiindeki kareye 3, 3’iin solundaki kareye 4, 4’iin
yine solundaki kareye 5, 5’in altindaki kareye 6
yazip bu sekilde devam ederek Ulam Spirali'ni elde
edebiliriz.

Simdi ise asallara daha genis gerceveden bakma
zamani. Aym spirali cok daha biiyiik dogal sayilara
kadar ilerletip asal sayilar1 isaretledigimizde
Resim 7?7 karsimiza c¢ikiyor. Siyahlar asallar,
bogluklar ise asal olmayan dogal sayilar1 temsil
ediyor.

Makalemizin bagindan beri amacimiz, asal
sayilar1 anlamak ve bu sayilarin davranis
bicimlerini -dagilimlarini- incelemek. Tabloya
baktigimizda, milattan 6nceye dayanan tarihsel
slirece ragmen matematikgilerin bugiin bile tam
olarak anlamlandiramadig1 asal sayilar arasindaki
iligski ve diizen ashinda bu kadar net. Spirale bakip
etkilenmemek geometriye ¢ok biiyiik bir haksizlik
olur diye diigiiniiyoruz.

Birazdan gozlemlerimize baglayacagiz ama énce-
likle akillara su soru gelmig olabilir: Spirali neden
1’den baslatiyoruz? Ornegin negatif tamsayilardan
baglatamaz miydik? Elbette ki baglatabilirdik ama
ilkokuldan beri 6grendigimiz o "malum” tanimda
asal sayilar1 dogal sayilarin bir alt kiimesi olarak
tamimladigimiz icin negatif tamsayilar: spiralde
gozlemlemek pek de mantikli bir hareket olmazdi.
Spirali 0’dan degil de 1’den baglatmak ise Ulam
igin tercihten 6te bir durum degildi. Yeri gelmigken
belirtelim, 0’1n bir dogal say1 olup olmadig1 ma-
tematikg¢iler acisindan ciddi bir tartigma konusu-
dur. ﬂgili okuyucularin bu soruya felsefi agidan
ve matematik agisindan bakmasi, bu sorunun tize-
rine diiginmesi matematiksel olgunluk kazanimi
agisindan giizel bir aligtirma olabilir. Biz de ile-
ride spirali farkli dogal sayilardan baslatip asal-
larn ¢izdigi diizenin tutarli olup olmadigini incele-
yecegiz.

S6z verdigimiz gibi gézlemlerimize baglayalim
ve asal sayilarin yogunlukta oldugu bolgelere daha
yakindan bakalim. Goérdiigiimiiz tizere asal sayilarin
yogunlukta oldugu bolgeler dogrular/yar1 dogrular
seklinde temsil edilebiliyor. Lise bilgilerimize déner-
sek, dogrular su ana kadar bizim i¢in ”1. dereceden
tek degiskenli polinom ve fonksiyonlar”in geomet-
riye yansimalariydi. Oncelikle sunu not etmeliyiz
ki spiralde su an dogrular gozlemliyor olmamiz,
asal sayilar1 lineer; yani 1. dereceden polinom-
larla rahatlikla ifade edebilecegimiz anlamina gel-
mez. Dogal sayilarin dizilimini tamamen farkli bir
sekilde yaptigimiz icin dogrular elde ettik; aslinda
bu dogrular kuadratik, yani 2. dereceden polinom-
larla elde edilebilir. Bunun nedenini makalemizin
son boliiminde agiklayacagiz. Daha spesifik bir
bilinenden bahsetmek gerekirse bu dogrular:

4> +br+c, bcel
formundaki polinomlara karsilik gelirler. Spi-
ral iizerinden birkag ornek verecek olursak:
{3,13,31,57, ...} sayilarim1 barindiran dogru 4x2 —
102+7 polinomunun, {5, 17, 37,65, 101, ...} dogrusu
da 422 + 1 polinomunun degerlerindendir.
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Lineer yapilar1 gozlemledikten sonra ikinci
gozlemimize gecelim: Spirali daha dikkatli ince-
lersek fark edecegiz ki bu dogrular: iki partisyona
ayirmak mimkiin ¢iinkii bu dogrularin egimleri
ya +1 ya da -1 olabiliyor. Bunun nedenine gelince,
ne yazik ki fazla matematiksel bir agiklamasi yok;
spiralin tasarimindan dolay1 boyle bir sonug elde
ediyoruz.

Ulam Spirali'nin orijinal halini analiz ettik-
ten sonra bu boliimiin baginda da bahsettigimiz
bir diger asamaya gecelim: Acaba spirali 1’den
degil de bagka bir dogal sayidan baslatsaydik asal-
larin arasindaki diizen yine bu kadar goriiniir
olur muydu? Bu konudaki merakimizi gidermek
igin spirali aym diizende olusturmak sartiyla énce
5’ten, sonra da 12’den baglatalim ve asal sayilar:
isaretleyelim. Sirasiyla asagidaki tablolar kargimiza
cikar:

Goriildiigii tizere her iki durumda da asallarin
¢izdigi dogrular, en az spiralin orijinal halinde
oldugu kadar belirgin. Okuyucunun ayni spirali
basgka dogal sayilarla baslatarak incelemesi ¢izilen
diizenin tutarliligini gézlemleyebilmesi acisindan
bizce iyi bir deneyim olur. ipucu vermek gerekirse,
sonug her seferinde ayni sagirticilikta olacaktir. Bu
konuda dikkatinizi son bir noktaya ¢ekmek istiyo-
ruz, spirali 6zel bir say1 olan 41’den baglatacagiz.
Bundan 6nce, 41’in neden 6zel oldugunu anlayabil-
mek i¢in agagidaki tanima ihtiyacimiz var:

Tanim 3.1. x2{‘rm+41 ve 22 —x+41 polinomlarina
”Fuler’in Asal Ureten Polinomlar” denir.

1772 yihnda Isvicreli matematik¢i Leonhard
Euler’in kesfi olan Euler’in Asal Ureten Polinom-
lar’'n1 bu kadar 6zel olmalarinin sebebi, sirasiyla
x €[0,39], x € Z ve x € [0,40], z € Z sartlarim
saglayan x degerleri i¢in; yani 0’dan itibaren x’in
ilk 40 ve 41 dogal say1 degeri i¢in 40 farkh asal say1
iretmesidir.

Euler’in Asal Ureten Polinomlar’'m tamdiktan
sonra Ulam Spirali'ni 41’den baslatarak g¢izmeye
baglayabiliriz:

Sonug bizce gorsel olarak c¢ok etkileyici.
Gérdiigiiniiz iizere 2% + x + 41 polinomunun yu-
karidaki gartlar: saglayan ilk 40 degeri spiralde
”kogegen” olarak adlandirabilecegimiz dogruda yer
aliyor.

Basta s6z verdigimiz gibi, simdi de biz kare-
sel bir spiral olusturalim ve asallarin yogun ol-
dugu dogrularin egimlerini farkli bulup bulama-
yacagimiza bakalim. Biz de Ulam Spirali’nin oriji-
nal halini koruyalim ve dogal sayilar1 ayni sekilde
konumlandiralim. Tek bir degigiklik yapalim, o da
spirale ¢ift sayilar1 dahil etmemek olsun. Asagidaki
spiral kargimiza c¢ikiyor:

Sekle baktigimizda {11,37,79,137,211,...}
dogrusu asal sayilarin yogun oldugu bolgelerden
biri ve spirali zy diizleminde diistintirsek = aksisine
paralel bir dogru bulmus oluyoruz. {43, 89,151, ...}
dogrusu ise y aksisine paralel bir dogru olmus
oluyor. Boylece farkli bir spiral ingaasi yaparak
egimleri +1 veya -1 olmayan asalca yogun iki
dogru bulmus olduk ve bagta soyledigimiz, spi-
ralin geklinden kaynakli sebebimizi 6érneklendirerek
destekledik.

4 Sacks Spirali

Asal sayilarin dizilimlerini, birbirleri arasindaki me-
safeyi gormemize yardimeci bir diger spiral de Sacks
Spirali’dir. Siirpriz olmayan bir gekilde Sacks Spi-
rali, adin1 yaraticis1 Robert Sacks’ten alir. Yazihm
mithendisi olan Robert Sacks, spirali 1994 yilinda
inga etmigtir. Bu, aslinda Ulam Spirali'ni bir nevi
geligtirerek asallarin dagilimini gorsel olarak daha
diizenli hale getirme gabasidir. Gergekten de Ulam
Spirali ile kargilagtirdigimizda gbrecegiz ki birazdan
analiz etmeye baglayacagimiz bu spiralde asallar
daha belirgin ve tabiri caizse daha ”diizenli” de-
senler ¢izecekler.

Peki bu spiral nasil ¢izilir? Karigik gortinse de
Sacks Spirali, kutupsal koordinatlar:

r=+/n
0 = +/n.2m,

olan spiraldir. En temelde bu spirali, dogal
sayilar1 0’dan baglayarak bir yar1 dogru tizerinde
aralarindaki mesafe esit olacak ve 1’er birim
sekilde isaretleyip bu yar1 dogruyu R? diizleminde
dondiirdiiglimiiz bir spiral gibi diigiinebiliriz.

Vn € RZQ

Ileride faydalanacagimiz igin eklemek gerek, bu-
rada 6’y1 rotasyon cinsinden de ifade edebilirdik.
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Biraz daha agiklayici olmak icin bir 6rnek verelim: 9
dogal sayisina ulagabilmek icin orijinden baglayarak
x eksenine 3 defa ugrariz; bu da 3 rotasyona denk
gelir. Genelleme yapmak ve kutupsal koordinat-
larin bize ne dediklerini so6zlii olarak aciklamak
gerekirse, spiralin herhangi bir noktasina kag ro-
tasyon yaparak ulasiyorsak; o noktadaki reel say1
yapilan rotasyonun karesine esittir. Reel sayillardan
s0z ettigimiz i¢in bu noktada akillara irrasyonel
sayillar gelebilir ve irrasyonel rotasyonun geometrik
olarak neye karsilik geldigi kafamiz1 karigtirabilir.
Bu noktada itiraf etmeliyiz ki Sacks Spirali, asal
sayilarla ortak bir soruna sahiptir: iyi tanimli olma-
mak! Ne yazik ki spiralin arkasindaki matematigi
anlamak ve spiral iizerinde ilerleyebilmek i¢in az
once yaptigimiz genellemeyi kabul etmek zorun-
dayiz.

Sacks Spirali’nin genigletilmis hali agagidaki
gibidir:

Sekle cok dikkatli bakmasak bile spiralin
igerdigi egrileri gézlemlemek miimkiin. Bu egriler
bize spiralin tizerindeki her bir dogal sayimin hangi
faktorizasyona yakin oldugu konusunda fikir sahibi
olmamizi saglayacaklar. Oyleyse artik spirali daha
yakindan tanimaya haziriz.

Tamim 4.1. Herhangi bir n dojal sayist icin n?

formundaki dogal sayllary igeren egriye S egrisi”
denir.

Tanimdan da anlagilacag: lizere S egrisi,
{0,1,4,9,16,25,...}

kiimesine egittir. Aslinda bu egri, spiralin
ingaasinda temel rol oynayan, en bagindan beri
adi gecen y = 0 dogrusunun z > 0 alanindaki
kisitidir ve Sacks’in spiralde cizmeyi tercih ettigi
egri olarak kabul edilen tek dogrusudur.

Tanmim 4.2. Bir n dogal sayst igin n.(n + 1) for-
mundaki dogal sayilary iceren egriye P egrisi”
denir.

P egrisinin elemanlar: sirasiyla
{0,2,6,12,20, 30,42, ...}

kiimesini olusturur.

Tleride gorecegiz ki spiralde gozlemledigimiz
egrilerin biiyiik bir cogunlugunu S ve P egrileri cin-
sinden yazmak miimkiin; bu yiizden bu iki tanim

bizim i¢in 6nemliydi. Ancak bunu yapabilmek icin
son bir tanima daha ihtiyacimiz var:

Tanmim 4.3. S egrisinin egimi 0’dur.

Simdi de spiralde ”mesafe” kavramindan bahse-
delim. Makalemizin bu boliimiiniin baginda spiralin
ingaasindan bahsetmigtik ve orada dogal sayilar
bir yar1 dogru iizerinde birbirlerine ”esit” mesa-
fede ve ardigik iki dogal say1 arasindaki fark 1
olacak sekilde isaretleyip spirali olugturdugumuzu
soylemistik. Buradan varacagimiz sonug, spiral
iizerindeki iki say1 arasindaki fark, yari dogru
iizerindeki farklar1 kadardir. Mesafe kavramini
ayrica konugmamizin sebebi, spiralin gseklinin bizi
yaniltma ihtimalidir. Ornek verecek olursak, 48
ve 49 sayilar1 spiralde farkli egriler tizerinde yer
aliyorlar. Bulunduklar: bu iki egri de gittikge birbir-
lerinden uzaklagiyor gibi goriiniiyor. Ancak 48 ve
49’u say1 dogrusu iizerinde diisiindiigiimiizde ara-
larindaki fark 1 birim oldugundan spiralde de bu
fark degismemektedir. Ayni durum 3 ve 4 sayilarn
i¢in de gegerlidir.

Artik S ve P egrilerinden bahsetmeye devam
edebiliriz. Sifir agisini referans alarak S egrisine
pozitif veya negatif yénde ve sabit mesafede olacak
sekilde dogrular ¢izmek miimkiindiir. Bir 6nceki
ciimlede ”sabit agida” demek yerine ”sabit mesa-
fede” diye belirtmemizin sebebi, acilari rotasyon
cinsinden ifade ederek egrilerin iizerindeki nokta-
lar1 kolayca belirleyebiliyor olmamizdir. Yine bu
boliimiin baginda belirttigimiz, rotasyon ve sayi
arasilndaki iligkiyi hatilrlayarak bir érnek yapalilm:
Pozitif yonde 120° ile ¢izilen dogrunun eleman-
larini bulalim. 120° 'nin % rotasyona karsilik geldigi
¢ikarimini yaparak bu dogrunun 0’dan sonraki ilk
elemanini bulalim. Kutupsal koordinatlardan yola
qikarak bu dogrunun ikinci elemam (1)? = £’dur.
Uciincii eleman ise (1 + %) rotasyondan sonra elde

edilen (3)% = 2°dur. Ozetle bu dogrunun eleman-

3
lar
{071 /9a16 /9a49 /9a100 /97 }

kiimesini verir. Aym akil yiiriitmeyle 180°; yani %
rotasyona kargilik gelen dogrunun elemanlari ise

{0’1 /479 /4’25 /4’49 /4’”'}

kiimesindedir.

% dogrusunu spiralde ¢izdigimizde dikkatimizi
cekmesi gereken olgu, P egrisindeki herhangi bir
sayimin % dogrusunda kendisinden sonra gelen
saylya hep sabit mesafede duracak sekilde konum-
lanmis olmasidir. (")rnegin P egrisi tizerindeki 2
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ve 6 dogal sayilarindan sonra % dogrusu tizerinde

sirasiyla % ve % rasyonel sayilari gelmektedir. Ara-

larindaki mesafeye bakacak olursak:

Bu egitligi ayni egri ve dogru tizerindeki her nokta
i¢in gormek miimkiindiir.

Smiflandirmay1 tamamlayabilmek i¢in son bir
adimimiz kaldi. Simdi de S ve P egrilerine esit me-
safede duran egrileri bulmaya galigalim. P egrisiyle
baslayalim. Ornegin {0,1,5,11,19,29, ...} dogal
sayilarini barindiran egri P egrisine hep aymi
mesafededir. Bu sayilar1 0’1 dahil etmeden ince-
ledigimizde:

» 1=2x1-1
» 5=2x3-1
» 11=3x4-1

» 19=4x5-1..

diizeni dikkat ceker; yani bir n dogal sayisi
igin ”n.(n+1)-1” diizeni. Bu ylizden bu egriyi
"P-1"7 egrisi olarak adlandiralim. Aym sekilde
{0,8,14,22,32, ...} dogal sayilarim barmdiran egri
ile P egrisi arasindaki mesafe her zaman 2 birimdir.
Yine 0 digindaki elemanlara baktigimizda

> 8=2x3+2
» 14=3x4+2

> 22=4x5+4+2 ..

diizenini goriiyoruz. Bu diizenden dolay1 bu egriye
de "P+2” egrisi diyelim.

Benzer agsamalarla spiralin sag tarafinda konum-
lanmig egrilerin S egrisine olan uzakliklarini gézlem-
leyerek spiralin sag tarafin1 da biiyiik cogunlukla S
egrisi cinsinden yazabiliriz. Boylece spiraldeki ¢ogu
egriyi S ve P egrilerine benzetebilir hale geldik.

Spiraldeki agi ve mesafe kavramlarim
tamimladiktan sonra soyleyebiliriz ki spiralin ilk
halinde goriiniir olmamasina ragmen % rotasyona
karsilik gelen dogruyu 6rnek olarak incelememizin
sebebi, P egrisi ve onun cinsinden yazabilecegimiz
egriler hakkinda yorum yapabilmekti. Daha genig
bir gergeveden baktigimizda spiral iki temel dogru
iizerinden gekilleniyor. 0 ve % acilarina karsilik
gelen dogrular: bir kiime gibi diigiindiigiimiizde S
ve P egrileri ile 7S +” ve " P+ 7 egrilerini sirasiyla
0 ve % dogrularinin birer alt kiimesi gibi tasvir
etmek de bize farkli bir bakig agis1 kazandiracaktir.

Spirali iyice anladiktan sonra faktorizasyon
hakkinda konugabiliriz. Su ana kadar yaptigimiz
orneklerden de anlayacagimz gibi Sacks Spirali,
sayilarin "ifade edilig sekline” gore tasarlanmigtir
ve bu ifade sekline gore de egriler meydana
gelmistir. "Baz1” dogal sayilar birden fazla sekilde
carpanlara ayrilabildigine gore bu dogal sayilar
birden fazla egride gozlemlenebilir. Bir ornekle
agiklamak gerekirse, 4 dogal sayisim1 4 x 1 ve
2 x 2 geklinde ifade edebilecegimizi ilkokuldan
beri biliyoruz. Onceki tammlardan yola cikarak
4 x1=2x3—2 formu bize 4’iin P-2 egrisinde
bulundugunu, 2 x 2 = 22 tasviri de yine 4’iin S
egrisinde gozlemlenebildigini soyler. Artik ulagmak
istedigimiz o malum sonucu sizlerle paylasmak i¢in
haziriz:

Sonug 4.4. 1’den biiyik bir p dogal sayist asaldir
ancak ve ancak bu sayr sadece tek bir egride gozlem-
lenebiliyorsa.

Artik asallarn  bu tzerinde de

isaretleyebiliriz:

spiral

Yukarida gorildigi tzere tipku Ulam Spi-
rali’'nde oldugu gibi Sacks Spirali'nde de asallarin
olugturdugu diizen inkar edilemez bir hal almigtir.
Hatirlayacaginiz gibi Ulam Spirali'nde Euler’in
Asal Ureten Polinomu’'nu tek bir dogru iizerinde
gozlemleyebilmek icin spiralin baglangi¢ noktasim
degistirmemiz gerekiyordu. Ulam Spirali’nin ak-
sine, burada Euler’in Asal Ureten Polinomlari’'ndan
22 + x + 41 polinomu hicbir oynama yapmadan
P+41 egrisi tlizerinde rahatlikla gozlemlenebilir.
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5 Kuadratik Say1 Cisimleri

Bu boélimde yukarida bahsi gecen kuadratik
polinomlarin neden beklenenden fazla asal sayi
iirettigini aciklamaya c¢alisacagiz. Amacimiza
ulagmak icin bir miktar éncaligma yapmamiz gere-
kiyor.

5.1 Cebirsel Tamsayilar

Ilk olarak tamsayilar genellemeye caligarak
baglayalim. Bunun ig¢in 6ncelikle rasyonel sayilar
kiimesi, Q, i¢indeki tamsayilari, Z, (literatiirde ras-
yonel tamsay1 olarak de yer alir ancak biz bu ter-
minolojiyi kullanmayacagiz) siiflamaya calisalim?.
Verilen bir « rasyonel sayisi igin 0yle p ve ¢ tam-
sayilar1 vardir ki @ = p/q seklinde yazilir yani «
qx — p = 0 egitliginin ¢oziimidiir. Bagka bir deyisle
r € Q ga — p tamsay1 katsayil polinomun? bir
kokiidiir. Tersine, verilen her derecesi 1 olan her-
hangi tamsay1 katsayili polinomunun, p(z) = ax+b,
kokii bir rasyonel sayidir. Ozetle:

Onerme 5.1. Rasyonel sayilar kimesi, Q, ile de-
recest 1 olan tamsayr katsayily polinomlarin kokle-
rinin kiumesi arasinda birebir ve érten bir esleme
vardar.

Tamsay1 katsayili bir polinomun kékiiniin yine
bir tamsay1 olmasi i¢in polinomun bagkatsayisinin
1 olmas1 gerek ve yeterli koguldur. Onerme 5.1’in
direk sonucu olarak agagidaki sonucu elde ederiz:

Sonug 5.2. Tamsayilar kimesi, Z, ile baskatsayist
ve derecesi 1 olan polinomlarin kéklerinin kiimesi
arasinda birebir ve orten bir esleme vardur.

Yukaridaki tanimin ilk akla gelen genellemele-
rinden bir tanesi kullanilan polinomlarin dereceleri
tizerinden elde edilendir:

Tanim 5.3. Verilen bir x karmasik sayis
baskatsayist 1 olan tamsayr katsayils bir polinomun
kokii ise x’e cebirsel tamsay1 denir.

Ik gozlemimiz her tamsaymin bir cebirsel tam-
say1 oldugu, zira her n tamsayisi p(a) = a —n
polinomumun kokii. Tamsay1 olmayan cebirsel tam-
sayilar da var. Ornegin, V2 sayist cebirsel bir tam-
sayidir, ¢iinkii p(a) = o? — 2 tamsay1 katsayili
polinomunun kokiidiir. p(a) = a7 — 3 polinomunun
kokii olan v/3 sayisi da bir cebirsel tamsayidir.

Birka¢ deneyden sonra okuyucunun da farkina
varacagl lizere bir x cebirsel sayisini kok olarak ka-
bul eden polinom biricik degildir; mesela /2 hem
a? — 2, hem de o® — 2a polinomunun kékiidiir. Bu
karmagay1 6nlemek igin, verilen bir x cebirsel tam-
sayist icin 2’1 kok olarak kabul eden bagkatsayisi
1 olan tamsay1 katsayili polinomlarin kiimesini P,
ile gosterelim. Bu kiimede yer alan polinomlar
derecelerine gore siralayalim. Dereceler birer dogal
say1 oldugundan bu kiimede derecesi en kiigiik olan
bir polinom bulunurf. Bu polinomun derecesine z
cebirsel tamsayisinin derecesi denir. Tamsayilarin
derecesi 1'dir. Derecesi 2 olan cebirsel tamsayilar
kuadratik, ii¢ olanlar kiibik, ... olarak adlandirilir.
Ornegin v/2 ve —1/2 + v/—3/2 kuadratik bir tam-
say1, v/3 kiibik bir tamsayidir. Bu ii¢ iddiay1 ispat-
lamay1 okura birakiyoruz. Derecesi en kiiciik olan
bu polinomlara bir de katsayilarin ortak boleni-
nin olmamasi kogulunu ekledigimizde geriye biricik
bir polinom kalirY. Bu polinoma cebirsel saymimn
minimal polinomu denir. Ornegin v/2'nin minimal
polinomu p(a) = o? — 2, i = y/—1’in minimal
polinomu z2 + 1°dir.

Karmagik sayilar kiimesinde tanimli toplama
ve carpma iglemleri cebirsel tamsayilar kiimesine,
CT, miras kalir. Ancak CT haddinden fazla biiytik.
Buna ek olarak ileride agikliga kavusacak nedenler-
den 6tiirt nihai hedefimize ulagmak igin kiimenin
hepsini ele almamiza gerek yok. Dolayisiyla ilk ola-
rak cebirsel tamsayilar kiimesini tamsayilarin dere-
celerine gore ayrik alt-kiimelere ayiralim. Kuadra-
tik cebirsel tamsayilar kiimesini CTy ile gosterelim.
V2 ve v/3 CTy’nin bir eleman olsa bile v2 + /3
maalesef derecesi 4 olan bir cebirsel sayidir!l, yani
CTy’in bir elemani degildir. Bu da demek oluyor
ki CT5 toplama iglemi altinda kapali degil. Benzer
bir fikirle CTy’nin ¢arpma islemi altinda kapali
olmadigi da kolaylikla gosterilebilir.

fOkuyucuyu tamsayilar: karakterize eden bagka 6zellik bulmaya davet ediyoruz.
fMakale boyunca polinomlari, aksi belirtilmedigi siirece, tek degiskenli ve sifirdan farkli olarak varsayacagiz.

§Bu sonuca dogal sayilar kiimesi {izerinde iyi siralama prensibini kullanarak ulagabiliriz. Ilgili okuyucuyu konu hakkindaki

wikipedia makalesine bagvurmaya davet ediyoruz.

9Bu ispat:1 bizi maksadimizdan uzaklastiracag: icin buraya dahil etmiyoruz.
IBu iddiay: su asamada gostermesi oldukca zordur. Okuyucu v/2 + v/3’iin p(a) = a* — 10a? + 1 polinomunun

koki oldugunu gormesi kafidir.
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5.2 Kuadratik Tamsay1 Halkalar1

Yukaridaki gbzlem bizi dereceler kullanarak yapilan
simiflamanin da cebirsel agidan uygun olmadigim
soyliiyor. Okuyucunun da hemen farkina varacag:
gibi bunun temel nedeninin de karekok icindeki
sayilarin, yani 2 ve 3’iin, birbirinden farkli ol-
masidir. Bunu agmak i¢in 6ncelikle bir tanimla
baglayalim:

Tanim 5.4. d karesiz bir tamsay: olsun**.
Q(Vd) :={a+bVd: a,b € Q}

kiumesine kuadratik say1 cismi denir.

Okuyucuyu Q(v/d) kiimesinin gercekten bir
cismi oldugunu, yani Q(v/d)

» Q(v/d) toplama iglemine gore abelyen grup
oldugunu,

» Q(+d) \ {0} carpma iglemine gore abelyen
grup oldugunu, ve

» carpma iglemi toplama iglemi iizerine dagilma
ozelligini sagladigini

kontrol etmeye davet ediyoruz. Simdi Q(\/ﬁ)
igindeki cebirsel tamsayilar: bulmaya caligalim. Her-
hangi bir o = a + bv/d € Q(V/d) sayist icin T ile
a — bv/d sayisi gosterelim. a’nin

p(a) = a? = (z+T)a+ (¢ 7)

polinomunun bir kokii oldugunu okuyucu kolayca
kontrol edebilir. Minimal polinmun biricik olmasini
kullanarak z’in bir cebirsel tamsayi olmasi igin
r+7T = 2a’in ve -T = a? — db? rasyonel sayilarinin
birer tamsay1 olmasinin gerek ve yeter kogul oldugu
sonucuna ulasiriz. a’nin paydasinda en kot ihti-
malle 2 olabilir, bagka bir deyisle % - Z’nin elemani

olmahdir. O halde dyle bir o' € Z vardir ki a = %/
d’'nin karesiz bir tamsay1 oldugunu biliyoruz. Do-
layisiyla a? — db? farkinin bir tamsay1 olabilmesi
icin b € % - Z olmal1. b rasyonel sayisi i¢in de yine
Oyle bir b’ € Z vardir ki b = %/’dir. O zaman

1
a’> —dv* € Z 1(a’z’ —dv*) e Z (5.1)

< (a)? —d(¥)* =0 mod 4

olmali. Su iki gozlemi not edelim:

» (a/)? ve (1')?, 4 modunda 0 ve 1 olabilir; ve

» d, 4 modunda 0’dan farkli bir sayiya denk
olmak zorundir.

Yani (a’)? =0 mod 4 ise, yani o’ ¢ift bir tam-
say1 ise, yani a bir tamsay: ise x’in bir cebirsel
tamsay1 olabilmesi i¢in b de mutlaka bir tamsay1
olmahdir. (a’)? = 1 ise, yani a’ tek bir tamsay ise
(b')? = 1 olmali, yani ¢’ de tek bir say1 olmalidir.
Bu durumda z’in bir cebirsel tamsay1 olmasi i¢in
d = 1 olmak zorunda! Q(v/d)’deki cebirsel tam-
sayilar kiimesini Oy ile gosterirsek sunu ispatlamig
olduk:

Teorem 5.5. a ve b birer tamsayr olmak tizere

o {a+ bVd} d=2,3 mod 4,
¢ {a—l—b(HT‘/E)} d=1 mod 4.

Yukaridaki tariften otiirii tiim karesiz d tam-
sayilar: i¢in agagidaki iddialar1 gostermek artik zor
degil:

» O, bir degismeli halkadir.

» Oy hig sifir boleni icermez, yani Oy bir tamlik
bolgesidir.

» O, bir cisim degildir.

Og4 halkalar1 tamsayilarin  bir genellemesi
oldugundan ilk sorumuz Z’'nin hangi 6zellikleri-
nin Oy halkalar1 igin de gecerli oldugunu bulmak.
Bu sorunun aritmetikte en 6nemli sorulardan bir
tanesi oldugunu ve halen daha c¢oziilememis bir
stiri kism1 oldugunu bu noktada vurgulamak iste-
riz.

5.3 Carpanlara Ayirma

Yukaridaki liste ti¢ ortak ozelligi listeliyor. Halbuki
Z ile Q4 arasida belirli baz karesiz d tamsayilari
igin farklhiliklar var. Bunlardan ilki ¢arpanlara

**Bir d tamsayisina n?|d, n = £1 olmasini gerektiriyorsa karesiz denir.
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ayirma. Hepimizin uzun siiredir bildigi gibi her-
hangi bir tamsayiy1 asal sayilarin ¢arpimi seklinde
yazabiliriz, yani rastgele verilen n tamsayisi i¢in
Oyle sonlu tane farkli asal sayilar, pi,...,pr ve
dogal sayilar nq,...,ng, k> 1 vardir ki

n=+pit...pp*

esitligi saglanir. Ustiine istliik, bu asal sayilarin
siralanmasi ve +1 ile ¢arpma goz ardi edilecek
olursa bu c¢arpmanin tek tiirlii yapilabilecegini
goriiriiz. Ancak bu durum bir ¢ok Oy i¢in gegerli
degildir. Bundan bahsedebilmek i¢in biraz termi-
nolojiye ihtiyacimiz var.

5.3.1 Kuadratik tamsay1 halkalarindaki bi-
rim elemanlar

Bu boliimde O ’deki birim elemanlar: inceleyecegiz.
Tk olarak {+1} kiimesi tam olarak Z’de carpma
islemine tersi olan elemanlarin kiimesi oldugunu
not edelim. Biz de O;’de tersi olan elemanlara
birim elemanlar diyecegiz. Yani bir a € Oy ele-
mani i¢in yine Og'nin i¢inde « - f = 1 egitligini
saglayan bir 8 eleman varsa a’ya birim eleman di-
yecegiz. Carpmaya gore etkisiz elemani barindiran
herhangibir R halkasi igin, halkanin igindeki birim
elemanlarin olusturdugu kiime R* ile gosterilir.
Bizim ihtiyacimiz olmayacak ama ilgili okuyucu
OJ’m bir grup oldugunu gostermeyi deneyebilir.
Verilen her o =€ Oy i¢in a elemaninin normu,
N(«) su sekilde tanmmlanir:

N(a)=a-a.

Sayet d = 2,3 mod 4 olursa a = a + bv/d seklinde

yazilabilir ve N(a) = a? — db? formunu alir, d = 1

1+Vd )
2

mod 4 olursa a« =a+b ( seklinde yazilir ve

N(a)= (a+ %)2 - d% formunu alir. Okuyucuyu
bu noktada normun carpimsal oldugunu ispatla-
maya davet ediyoruz, yani verilen her o, 5 € Oy
icin N(a- ) = N(a) - N(B) esitligi saglanir. Norm
ile ilgili bir kacgozlemimiz var:

» kuadratik tamsay1 halkalarimin ingasinda
goriigiimiiz tizere (bkz. Egitlik 5.1) her a €
Oy i¢in N(«) bir tamsayidir,

» o, 8,7 € Oy i¢in af = « esitliginde her
iki tarafin normu alimirsa N(a) ve N(8)mn
N(7)’y1 bolmesi gerektigi elde edilir, ve

» N(0) =0, N(1) =1 olur.

Bir a € Og4 alahm. o € O ise aff = 1 esitligini
saglayan bir 8 vardir. Her iki tarafin normu alinirsa

N(a)N(B) =1

olur. Esitligin solundaki her iki ¢arpan da yu-
karidaki gozlemimizden dolay1 1’in bir boéleni ol-
mak, yani £1’e esit olmak, zorundadir. Tersine,
bize normu 1 olan bir & = a 4+ bv/d eleman ve-
rilirse, 8 = a — bv/d elemamn i¢in - B = 1 olur.
B’'nin aslinda @ oldugunu ve Oy'nin bir elemam
oldugunu kontrol etmeyi okuyucuya birakiyoruz.
Sunu ispatlamig olduk:

Onerme 5.6.

O ={a=a+bg € O4: N(a) = +1}.

Gelin gimdi bir kag farkl d i¢in O} ’y1 belirle-
meye galigalim.

Ornek 1. Ilk olarak d = —1 alalim. d =3 mod 4
oldugundan Teorem 5.5 bize

Os={a+bv/—-1:a,beZ}
oldugunu séyler. O in hesabu igin
a2+’ =1vea®+0b*=-1

denklemlerini  ¢ézmeliyiz.  Ikinci  denklemin
¢ozumiu olmadigr agikar. Ilk denklemin ¢ézim
kiimesi ise (£1,0) ve (0,£1) seklindeki (a,b) ikili-
lerinden olusmakta. Dolayisiyla:

O_1={1,-1,vV/—1,—/—-1}

d = —3 durumunda O] 'nmn 6 eleman1 oldugu
ipucunu verip detaylar1 okuyucuya birakalim ve
O4 hesabin1 d < —3 olan tiim karesiz ve d = 2,3
mod 4 olan d tamsayilar1 i¢cin hesab1 yapmaya
caligalim. Bu kez ¢oziilmesi gereken denklem:

a?—db® =1vea?—db*> = -1

olacak. a® > 0 ve —db?> > 0 oldugundan bu iki
biiyiikliigiin toplami da > 0 olmak zorunda, yani
sagdaki egitligin ¢6zimii yok. Soldakine gelecek
olursak, d < —3 oldugundan d? > 9. Dolayisiyla,
b # 0 oldugu durumda a? > 0 oldugundan sol-
daki denklem ¢oziimstiiz. Geriye kalan tek durum
olan b = 0’da ise a = +1 tek ¢oziim. Benzer bir
nedenleme ile d = 3 mod 4 durumunun ¢oziim
kiimesinin de ayni oldugu sonucu elde edilebilir.
Dolayisiyla:
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Onerme 5.7. d < —3 karesiz bir tamsayn olsun.
O halde
O:i( = {17 _1}

olur.

Bunun ardindan hemen ”Peki d > 0 olursa?”
sorusunu sormaliyiz. Bu kez d > 0 oldugundan ben-
zer nedenlemeler sonug vermiyor. Ve kuramin bu
kismi Pell denkleri ile alakali ve bagka bir yazinin
konusu olmaya aday.

Bu Dbolimii kapatmadan ©Once normu
sinirlamamiza yarayan ve daha sonra kulla-
nacagimiz bir sonucu ispatlayalim:

Onerme 5.8. a € O\ Z alalim. O halde a’nin
normu

» d=2,3 mod 4 ise N(a) > —d
» d=1 mod 4 ise N(a) > 174

egitsizliklerini saglar.

Kanit. d = 2,3 mod 4 ise & = a + bv/d seklinde
yazilir ve N(a) = a? — db? olur. a ¢ Z oldugundan
b # 0 olmalidir. a? > 0 oldugundan

N(a) = a? — db* > —db* > —d;

zira b2 > 1.

d =1 mod4 ise a = a+b1+T‘/3
yazilir ve N(a) = (a + 3)2 - d% olur. Yine b # 0
olmalidir, yani »*> > 1 olmaldur. Ote yandan
(a + g)z > % olmalidir. Bunlar kullanilarak

N> 1 d 1-d
= —_ — 7>7_7:7
N(a) (a+ ) d2*4 1

hemen elde edilir. O

seklinde

5.3.2 Kuadratik Asallar

Carpanlara ayirma icin kullandigimiz basgka bir
kavram ise asallik. Bir a € Oy elemani alalim.
a = [ -7 egitligini saglayan her § ve 7 i¢in

10

yva  ya da v birim oluyorsa a’ya asal eleman
denir. Verilen herhangibir @ € O, elemaninin
carpanlara ayrilabildigini, yani asal elemanlarin
carpimi seklinde yazilabildigini, varsayalim, yani
we Of, a; € Ogherie{l,...,k} icin asal olmak
iizere

a=u-af’

cooagk

olsun. Oy icerisinde elde edilen her farkl garpanlara
ayirma yukarida verilen carpanlara ayirmada sa-
dece ve sadece ya asallarin siralamasi ya da bi-
rim eleman ile ¢arpma olarak ayrigiyor ise Oy’de
carpanlara ayirma tek tiirlii yapilir diyecegiz. Bu
kosulu saglayan halkalara tek tiirlii ¢arpanlarina
ayrilma bolgesi (TTCAB) denir. Bazi d’ler igin Oy
TTCAB iken bazilar: icin degildir. An itibariyle
bir O4’'nin TTCAB oldugunu gostermek zor olsa
da olmadigini gostermek oldukga kolaydir. Ornegin
O_5 iginde

9=3-3=(2+V-5) (2—V-5)

seklinde yazilabilir ve bu iki ¢carpanlara ayirma bir
birim eleman kadar fark edemez, zira O_5’teki bi-
rim elemanlar sadece 1 ve —1’dir. Dolayisiyla O_g
bir TTCAB degildir. Buna karsin gostermesi her
ne kadar zor olsa da O_; bir TTCAB’dir.

5.3.3 Antrakt: Asallik indirgenemezlige
Karsi

Okuyucunin aklina hemen gu soru gelmesi dogaldir:
Asal sayilar aym1 zamanda ”bir p dogal sayisi
asal ise ve p, ab carpiminmi boliiyorsa p, a’yi
veya b’yi boler” ile de tanimlanabilir. Niye boyle
tanmimlamadik? Genel bir R halkasinda bu 6zelligi
saglayan elemanlar indirgenemez olarak tanimlanir.
Asallik ve indirgenemezlik tamsayilar halkasinda
birbirine denk olsa da genelde (6rnegin bazi d’ler
igin Og’lerde) bu denklik dogru degildir:

Ornek 2. a =2+ V=5 € O_5 elemanine alalim.
N(a) =4+ 5 =9 olur. Varsayalim ki « = -~
esitligini saglayan B ve v elemanlar: olsun. O halde
9 = N(B)N(y) esitligi saglanmalidir. 5 ve v ele-
manlarinin ikisinin birden birim eleman olmamas:
demek hem N(B) > 1 hem de N(v) > 1 olmas:
demektir. Bu da

N(B) =+3 ve N(v) = =£3

olmast anlamana gelir. Ancak O_g i¢inden normu
8 eleman bulunamaz, ¢linki

a® +5b% =3 ve a® + 5b%> = —3

denklemlerinin ¢ézumiu yoktur. Dolayisiyla o €
O_5 indirgenemez bir elemandar.
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Ancak, N(o) = 9 oldugundan o elemant 9’u
yani 3 - 37 béler, ancak 2 + /=5, 3’0 bilemez
(bolseydi, yani a-8 = 3 ozelliging saglayan 8 € O_5
olsayda, o zaman N(B) = +1 olmast yani B’'nin bi-
rim olmasy gerekirdi ancak Onerme 5.7 bize Og 'nin
birim elemanlarinin 1 ve —1’den ibaret oldugunu
soyliyor. ).

Bu iki tamim TTCAB’ler i¢in (ve dolayisiyla,
tek tiretecli ideal bolgeleri (TUIB) ve 6klid bolgeleri
(OB) igin) birbirine denktir.

6 Asal Ureten Kuadratik Po-
linomlar

Bu boliimde evvelce makalede ele alinan asal iire-
ten kuadratik polinomlarin neden bu kadar fazla
asal say1 irettigini kuramsal olarak aciklamaya
caligacagiz. Bunun igin bir 6nceki boliimde gegen
kavramlara ve 6nermelere siklikla bagvuracagiz. Bu
boliimde makalenin bagindan beri karesiz olan d
tamsayisinin ayni zamanda negatif oldugunu da
varsay1yoruz.

6.1 On Hazirhk

Onerme 5.8’yi kullanarak agagidaki sonucu elde
etmek miimkiin:

Onerme 6.1. p € Z bir asal sayr olsun.

{d =2,3 mod4 ikenp < —d ise, veya

d=1 mod4 ikenp<12—dise

p indirgenemez olmak zorundadar.

Kanit. p = oajae seklinde yazalim, Oyle ki
IN(aq)] > 1 ve |N(az)] > 1 olsun. O halde
N(p) = p?> = N(a1)N(ay) esitliginden i = 1,2
i¢in N (o) = %£p olacaktir. oy ve g birer tamsay1
olamazlar, yani Oy \ Z'nin elemanidir. Onerme 5.8
bize
N(ag) > {:d; Zf ?,3 mod'4 iken, ve
=5 =1 mod 4 iken

oldugunu soyler; celigkil. O

Yukaridaki onermeden direk olarak su sonucu
elde ederiz:

Sonug 6.2. Oy bir TTCAB ve p Onerme 6.1daki
gibi bir asal sayr olsun. Her a tamsayist i¢in

a++v—d, d=2,3 mod 4 iken, ve
a—i—HQﬂ, d=1 mod 4 iken

sayisinan normu p asal sayisina bolinemez. Baska
bir deyisle bu sayinin normunun % ‘den kuciik
asal boleni yoktur.

Kanat. ispatl d=1 mod 4 i¢in yapalim, diger du-
rumun ispat1 ayni teknigin tekrarlanmasi ile elde
edilebilir. Onerme 6.1 p'nin indirgenemez oldugunu
séyler. p, N (a++/—d) tamsayisim bolmesi, a++/—d
veya a—+/—d sayilarindan en az bir tanesini bolme-
sini gerektirir. O

6.2 22+2x+ D ve O,.

Bu boéliime sunu not ederek baglayalim: d =
2,3 mod 4 oldugunda Oy TTCAB olamaz. Bunu
gormek icin 2 bir tamsay1 olmak {izere

Nz +4+V—-d) =z*—d

polinomunu diigiinelim. Nu polinomun d’deki
degeri, yani d? —d, d tek de olsa cift de olsa 2 < —d
ile boliinebilir. O4 bir TTCAB olsaydi Sonug 6.2
ile geligirdi.

Bu noktadan itibaren d =1 mod 4 varsayabi-
liriz. Bu durumda D = % olmak iizere, tekrar

N(:c—kl_;/a) :(x+1)2—%

=2 +2+D

(6.1)
polinomunu diigiinelim. Gosterecegimiz sonug su:

Theorem 6.3. Oy bir TTCAB ise 0 < z <
_‘1_7 egitsizligini saglayan her x tamsaysinda
esitlik 6.1°de verilen x> + x + D polinomu asal

deger alur.

11
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Kanit. 22 + = + D polinomunun asal olmadigin:

varsayalim. 0 < x < _‘1_7 esitsizligini saglayan her
z igin
d>+14d+49 —d-7 1-d
2’ +r+D< 16 +——

_ d?+14d+49 —8d — 24

N 16

_d?—2d+1  8d+24

B 16 "6

(=)

< i )

- 4

¢iinkii d < 0 ve d =1 mod 4 oldugundan d < —3
olmali, yani %4624 < 0 olmalidir. Ancak herhangi
n dogal sayisinin eger kendisi asal bir say1 degilse
v/n’den kii¢iik bir asal boleni mutlaka vardir. Do-

layisiyla 22 + = + D’nin 1%‘fl"celrl kii¢iik bir asal
boéleni olmalidir, Sonug 6.2 ile geligkil!!! O

Dolayisiyla polinomlarin asal say1 liretmesi ku-
adratik tamsay1 halkalarinin TTCAB olmas: ile
aciklanabilmektedir. Bir sonraki soru ise hangi ne-
gatif d tamsayilari igin ele aldigimiz Oy halkalarinin
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TTCAB olduklaridir. Bu sorunun kokleri 200 yil
oncesine, Gauff’un meshur ” Disquisitiones Arithme-
ticae” kitabina dayanmaktadir. Gegtigimiz ytizyil
icinde Siegel ve Stark gibi parlak matematik¢ilerin
katkisi ile soru tam olarak ¢oziilebilmigtir. Buna
gore listemiz tam olarak su tamsayilardan olugur:

—3,-7,—11,—19, —43, —67, —163

Bu listeden elde edilen 2% + 2 + D formundaki
polinomlarin D degerleri sunlardir:

1,2,3,5,11,17,41

Yukaridaki kuram ile tek tek kontrol etme-
den z2 + z + 41 polinomunun ilk 39 deger icin
asal olacag1 sonucuna varabiliriz. Elbetteki hangi-
sinin daha verimli oldugu okuyucunun tercihine
kalmigtir.



