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KURAMIN UC NEV’i

Otomorf formlara ait onerdgim sanitlar ve Drinfeld’in sonradan meydana koydugu on-
lara benzer olan san itlar ortak bir cercevede konmasi faydalidir. Acgik ki on sekiz saatta
bu cerceveyi ayrintilarla tarif etmek miimkii degil. Buna ragmen biz gelecek haftalarda
misallarla, genel kavramlarla, baz1 problemler veya umut verici yontemler anlatarak kaba
bir gekilde ise bile size bu alan1 tanitmak isteriz.

Yerel ve kiiresel cisim. Ilk olarak konumuzu iki kisima ayiririz: kiiresel ve yerel. Ondan
sonra kiiresel cisime gore ti¢ farkli fakat birbirine benzer kuram var. U(; mimkiin olan
kiirtisel cisim verelim.

(i) Cebirsel sayilar cisimleri . Bunlarin arasinda en 6nemli ¢isim rasyonel sayilari (;181
m Q. Genel olarak iki sart var. Birincisi ack. Q € F. Oyle ise F' Q-cismi iizerinde bir
vektor uzay1 dir. Ikinci sart olarak boyutu sonludur. @ cisimi bir yana en énemli 6rnekler
kuadratik cisimlerder, F' = {a + by/a}, a,b € Q, a € Q, « bir kesirli (rasyonel) sayimnn
karesi degil. Daha genel olarak F = {a + b\/a + ¢y/B + dv/aB} veya

F ={a+bJ/a+c\/B+dVab + ey + f/ay + gV b7 + h/aby}

Bu gibi cisimler eski Yunanlar tarafindan incelenmistir, ve ondan ¢ok asir sonra Gaussun
tarafindan Legendre teklif ettigi ve Gauss’un ispatladigi Kuadratik Karsiliklik Yasas ile
konumuzun baglangici olmustur.

(ii) Katsayilar1 sonlu bir x, cisminde olan denklemlerin tanimladigi X egrinin fonksiyon-
larmin cismi.

(iii) Katsayilar1 komplex sayilar olan denklemlerin tanimladigi X egrinin fonksiyonlarinin
cismi. Bu cisimlerin arasinda bir projecktif dogru sundaki fonksiyonlarin cismi en basit
ornektir. Cisimin ogeleri

ap + a1z +as2® + -+ apz™
bo + b1z + boz? + -+ -+ b, 2"

(1) flz) = . Ay by #0.

seklinde yazilir. Bagka bir 6rnek elde etmek icin X bir eliptik egri olsun.
X={nyly’=2"+ar* +bz+c=(v—a)(z—B)(z—7)}

Mesela (z,y) — x veya (x,y) — y bu cisimde iki fonksiyondur. Birisi her deger iki defa
kabul eder fakat ikisi her deger iicdefa kabul eder.

Bu ti¢ cisim i¢in yer’in kavrami var. Bu kavrami anlatmak ticlincii F' cisimleri i¢in en
kolaydir. Boyle bir cisim icin bir yer v sadece egrinin bir noktasiz tir. Mesela dogruda bu



nokta sonlu bir nokta z olabilir veya sonsuz noktasi co. Ik olarak sonlu zy noktasi olsun.
O zaman

f(2) ag +aj(z — z0) +ajz® +- - +aj, (2 — %)™

z) =

2 by + b1 (2 — z0) +b5(2 — 20)% + -+ + b (2 — 20)"

(2) =co(z—20)F A 4+ c1(z — 20) + oz — 20)>+...), k=m—n,co=adl,/b,

=co(z — zo)ko +ci(z — zo)l‘“1 +ca(z — zo)k2 + ...

Bu sekilde her fonksiyon f her yerde bir Laurent serisinin agiliminin tarafindan verilmistir.
Bu agilimda ilk s kg f fonksiyonunun yerdeki degerlendirmesidir. Bu serinin ana kesmi
sonlutur. Biz yalniz bu hususiyete sahip olan Laurent serilere kabul ederiz. Bu cins Laurent
serilerin climlesinin bir cisim tegkil ettigini biz kolayca gosterebiliriz. Mesela f fonksiy-
onunun tersi

do(Z—ZO)l(1+d1(Z—Zo)+d2(Z—ZO)2+...) d()CO:l, l—f—]{?:O, d1+01:0,...

fonksiyonu dur. Bu cisim v yerine bagh yerel cisim F;,’dir.

Ikinci cins kiiresel cisimlere bagl yerel cisimler benzer bir gekilde tanimlanir. Iki cins
cisimlerin arasindaki tek bir fark var. Egrini tanimlayan denklemlerin katsayilar x cisminde
icinde olsun. O zaman bizi ilgilendiren n egrideki noktalar koordinatlar1 x’nin bir cebirsel
genigleme hasil eder. f fonksiyonunun cg, ¢y, ¢, ... veya dg,dq, ... katsayilar: bu cisimin
icinde bulunuyor.

Birinci cins kiiresel cisimler farklidir. F' = Q ise, F' cisminin yerel cisimleri ya REAL
sayilarinin cismi ya da p-adik cisimdir. F’nin yerleri ya sonsuz yer co ya da bir asal sayidir.
p bir asal say1 olsun. Her = rasyonel sayisi

(3) r=ap® +ar_1p" 1+ Fap, 0<a;<p, k<I

bir toplam olarak tek bir sekilde yazilabilir. Dikkat edersek, iki bicimleri oyle olan say1
toplayabiliriz. Mesela

3 1 4
<g+2+2'5)+(5+3+4'5) :g+0+2'5+1'52

Devam ederek biz sonsuz serileri ortaya koyarak.
(4) z=app® +ap_1p" P+ Fap Faaptt ., 0<a; <p

bir p-adik cismi elde edebiliriz. Genel cebirsel sayilar cismi i¢in bu kavramin anlatilmasina
ihtiyacimiz varsa, Ilhan Beyin kavrami genel bir sekilde tammlayacak.

Simdi ii¢ kuram meydana koyabiliriz. Her {i¢c kuram i¢in hem daha kolay ama buna
ragmen zor olan yerel kuram hem de kiiresel kuram var. Hem yerel hem de kiiresel ti¢ ku-
ram icin esleme var. Baglamamizdan evvel kuramlarda bir unsur daha var. Bu baglantili
kiigiilebilir grup G. Genel olarak bu seminerde bu grup GL(n) ama zaman zaman SL(n)



olabilir. Tabii ki bagka olanaklar var, ya ortogonal grup, ya simplektik grup, ya da is-
tisnai gruplari, fakat onlarin 6nemli olmasina ragmen bu kisa seminerde bu gruplar icin
zamanimiz yok.

GL(2,R) GRUBU

Bununla beraber bir bagka gruba bakmak isteyecegim, yani unitar grup. Kiiciilebilir gru-
plar dogrusal cebirsel gruplardir. Yani cebirsel denklemler tarafindan tanimlanan GL(n, F')
grubunun altgruplaridir. GL(n) kendisi bir yana, en sade 6rnegi, det A = 1 denklemi
tarafindan tanimlanan SL(n)-grubundur. Cisim F' reel sayilar cismi ise, GL(n,C) grubunu
bir altgrubu olarak GL(2n,R) = GL(2n, F') igine koyabiliriz. Mesela n = 2 ise,

221 %22

iki sirasiyla iki sii tunu olan bir komplex matris dort sirasiyla dort sii tunu olan bir reel
matrise

Ti1 Ti2 —Yi1 Y12
T21 X222 Y21 —Y22
(6) A= ey
Y11 Y12 T11 Z12
Y21 Y22 T21 T22

gonderilir. Yani A boyutu 2 olan bir komplex uzayin doniisiimii oldugundan boyutu 4
olan bir reel uzayin déniigiimiidiir. GL(2,C) grubunun bir altgrubu olarak unitar grup bir
cebirsel grup degil, fakat doniigiimiin onu donitistiirtiiglin grup cebirsel gruptur. Besginci
denklemin tanmimladigi matrix unitar ise,

2 2 2 2 2 2 2 2
(7) T + Y11+ 25 T Y3 = Tia T Yl + T + Yse = 1,
T11T21 + T12%22 + Y11Y21 + Y12Y22 = —T11Y21 + Y11T21 — T12Y22 + Y12222 = 0,

ve bu denklemin bir sonucu olarak

2 2 2 2 2 2 2 2
711 + Y11 + 270 + Yio = T3 Y T 250 Yz = 1,

(7)
11212 + X21T22 + Y11912 + Y21Y22 = —T11Y12 + Y11212 — T21Y22 + Y21T22 = 0
Dolayisiyla alti numarali denklemin unitér grubun meydana getirdigi GL(4)’iin altgrupu
bir cebirsel gruptur.
Bu grubun kompleks unsurlara bakalim, yani unsurlarin (7) numarah denklemlere uyup
(6) numaral gekile sahip olan komplex matrislere. GL(4) iginde grubun bir eslenik gruba
bakalim.
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matrisin tersi

1 0 —i 0
_ 1l o 1 0 —i

1—_
A 921 - 0 1 0
0 —i 0 1

matrisidir. (6) numarali matrisin kayitlar1 komplex sayilardir. z; ; = ; ; + y; ;. (7) nu-
marali denklemlere gore w; ; = x; j — iy; j sayisi z; j’a baghdir. Bu denklemlerin sayesinde

(8’) Zzijwjk = Z(&?z’jﬂfjk + yijyjk) - iZ(ﬂfijyjk + l’kjyji) = ik
J J J

ve

(87) D wijzie = Y @ik + viyi) +1 (@i + Triyedi) = ik
J J J

Dolayisiyla

Z11 0 Z12 0
0 w11 0 w12

Z2921 0 Z99 0
0 w21 0 w22

(211 212

221 222

w11 W12

W21 W22
matrisidir.

Bu hesaplarla ne demek isteriz. R cismin {izerindeki cebirsel gruplar olarak GL(2) ve
U(2) farklicebirsel gruplaridir fakat C cismin tizerinde bu iki grup isomorftur. Fazla olarak
U(2,R) tikiztir ve R tizerindeki grup olar GL(2) neredeyse-paralanabilir. GL(2) grubu
U(2) grubunun neredeyse-paralanabilir gekilitir, denilir. Tuhaf olan ve temsil kuramlarin
basgka yerinde kargilamadigimiz bir goriingii var. Her kiiciilebilir grupun onun karsilik olan
bir neredeyse-paralanabilir grup var. Her kiiciilebilir gruba ait temsil kurami endoskopi
kavraminin sayesinde bir neredeyse-paralanabilir grubun temsil kuramina baghdir. Biz
sonradan bu konuldan bahsedecegiz.

F veya F, cismine gore ii¢ cins yerel kuram var ve ii¢ cins kiiriisel kuram da var. Her
cisme bagli hem bir otomorf kuram hem de bir temsil kurami ariyoruz. Bu iki kuramin
arasmdaki bir esleme de ariyoruz. Orneklere bakarak biz bu ifadeyi daha iyi anlayacagiz.
Her iki kuramin cergevesinde biz bir Tannaka kategorisine benzer bir kategori tertip etmek
isteriz. Gercekten biz iki kategori tertip isteriz. Matematikte kategori s6z’u kesin bir
kavram isaret eden bir soz oldugundan kategorinin yerinde yap: diyelim. Genel olarak biz
tanmimlamadigimiz Tannaka kategoriya benzer yapi sadece T-yapisi deriz.

AAAT! =

ve

matrisinin tersi
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Bu cins kategori verilmig karakteristigi 0 olan bir ® cismine aittir. Bazen bu cisim kesirli
sayilar cismidir fakat bizim ic¢in genel olarak kompleks sayilar cismidir. En basit ve en asli
ornek olarak, biz bir grubun sonlu boyutlu ® tizerindeki temsiliydir. Bizim inceledigi T'
yapilari i¢in bu grup bir cebirsel grup olabilir. ® kompleks sayilar ¢ismi olsun.

Ilk ince ok sade, fazla sade bile, bir 6rnek vermek isterim. Yerel cisim F = R. G grubu
GL(1) olsun. GL(1,R) = R*. Bu grubun indirgenemez unitér temsilleri basittir,

(9) x> sgna™|z|*, m=0,1, sekR.

Ben simdi bir kac¢ simdiki basit cergevede budala goriilen tanimlar ve kavramlar ortaya
koymak isterim. Bu karakterler GL(1,R) grubunun birboyutlu teslimleriydir. Bu teslimleri
birbiriyle carpabiliriz. Bir boyutlu teslimleri toplayarak biz grubun birden fazla boyutlu
olan temsillerini elde ederiz. Onlarin tertip ettigi kategori bir kategoridir. Niyetimiz icin biz
GL(1) grubunun L-grubunu meydana ¢ikariz. Bu isaret “G olan L-grup ya GL(1,C) = C*,
ya da C* x Gal(C/R) olabilir. Su anda onun ikinici gekiline dikkate almamiz gerek degil.

Herhalde abes bog bir ifade olarak, bir esleme var. Bir yanda: R iizerindeki cebirsel
grubunun GL(1) reel noktalar1 olan GL(1,) grupunun unitér temsilleri. Diger yanda: R*
grupundan “G grupunun azami tikiz altgruna omomorfizmlar. Bu altgrup mutlak degeri
1 olan kompleks sayilardir.

Baz1 Weil grubu diyen bazi Weil-Sefarevi¢ grubu diyen kullanarak, Biz bu omomor-
fizmlar1 diger bir sekilde tarih edebiliriz. Bu isareti W¢ g olan Weil grubu C grubunun
biliytitmesidir.

{1} - C* — W/ — Gal(C/R) — {1}.

Gal(C/R) = {1,0} ise, o bir W iginde ve karesi negatif olan & unsurunun imgesidur.
Ustelik z € C* ise 0z = zZo.
Bu grup abelyan degil. Onemli bir érten omomorfizm W g — R var.

2€CX 2z, & 62

Acik ki bu omomorfizm ortentir. Dolayisiyla (9) numarali her omomorfizm bir unitér ve
boyutu bir olan W7, grubun temsilini verir. Bagka boyutu bir olan W¢ g unitér temsilleri
yok.

F' cismi R ise, bizim anlatacagim yerel fonktorsellik ve egleme icin bu Weil grubu
onemlidir. Diger bir R tizerindeki cebirsel gruba bakalim.

a b
G = ( —b a) '
Acgik ki G(R) grubu C* grubuna isomorftur.

( a b) — a+ bv—1.
-b a

G(R) grubunun boyutu bir olan unitér temsilleri basit bir sekilde verilir.

r=a+bv/=1[2"(z/lz)™,  seR, meL
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G cebirsel grubunun L-grup nedir. Cebirsel grup olarak G grubun boyutu 2 dir. *G de
iki boyutludur.
L@ =GL(1,C) x GL(1,C) x Gal(C/R).

Gal(C/R) = {1,0} grubun GL(1,C) x GL(1,C) grubune etkisi basittir,
o: (z,w) — (w,z).
L@ grubun azami tikiz altgrubu {z x w x Gal(C/R) | |z| = |w| = 1} grubudur. Biz

Wer i LG

(10) ~

Gal(C/R)

diyagrami degismeli kilanan omomorfizmlere bakariz. Acik ki iki kogul var.

¢ {Z_Wbl(z) X pg(z) x 1;

c—aXbxo

ise, o zaman

P2(2) = ¢1(2),
ab = ¢1(57).

¢ omomorfizminin imgesi G grubun azami tikiz altgrubunda bulunur ise, |¢;(z)| =
|p2(2) = 1. Herhalde kosullara gore herhangi bir ¢ ¢ tarfindan belirtilmigtir. ¢; omo-
morfizmin image tikiz ise ¢ omomorfizminin imgesi tikiz olur. Aksine de dogru.

Bu halleri basittir. Simdi ondan ¢ok daha zor bir gruba bakalim, yani G = GL(2)
gruba. F cismi gene R cismidir. “G ya GL(2,C) ya da GL(2,C) x Gal(C/R) olabilir.
(10) numaral diyagram igin iki grubun arasindaki fark yok. Bizim i¢in birinci gekil daha
uygundur giinkii o zaman ¢ omomorfizmi sadece We g grubunun bir iki boyutlu unitér
temsilidir. Bu temsil ya indirgenir olur ya da indirgenemez. Birinci halde olsa, bildigimiz
gibi ¢ Oyle yazilabilir.

(11) p(w) =

Bu denklemlerde pu;, i = 1,2 karakterler R* grubunun herhangi karakterler tir.

Genel olarak, ¢ omomorfizma gruba C* sinirlayabiliriz. Meydana ¢ikan temsil iki karak-
terler toplamidir. Bu karakterler ya farkli ya da esit olabilir. Farkl ise, x; ile x2 olsun.
Acik ki her z icin x1(2) = x1(2) veya her z icin x1(Z) = x2(z). Ilk halde zZ 1’e esit olan
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z i¢in x;(z) =1, ¢ = 1,2 ve Oyle bir u; var ki x;(z) = p;(2z). Dolayisiyla bu hal igin (11)
numarali denklemler dogrudur.
Fakat en azinda bir z igin x1(2) # x2(2) ise, o zaman ¢ indirgenemez bir temsildir, ve

sekli farklhidir. Yani
x(z) 0 _
¢(Z) ( 0 X(z)>7 X = X1,
0 1
60 = 22 o

x karakterinin gekli taninmis,

(12)

m
x(z) = |z|”z—m, seR,meZ.

||

Bu fikirlerin sonucu olarak, W g grubun iki sekillerin farkh olan iki nevi temsilleri var.
Bir tarafa biraktigimiz iki karakter y; ile yo birbirine egit olan temsiller her iki neviye

aittir. x1(z) = x2(2) = p(2z) olsun.

p(zz) 0 W=z
( Zﬁf@@17 ~
( 0 - MWD v

Bu ikiye bolme GL(2,R) grubunun temsilleri simflama icin ¢ok 6nemlidir. Bu grup ile
temsillerinin hakkinda bazi temel izah edeyim. Ilk olarak bu grubun bir topolojik grup
olarak, biz yalniz stirekli temsilleri kabul ederiz. Fazla olarak ilgilendigimiz temsiller unitar
olacak. Bir boyutlu g — 1 temsil bir yana biz yalniz sonsuz boyutlu temsilleri inceleyecegiz.
GL(2,R) grubunun bir tikiz altgrubu var, yani O(2) grubu. Bu grubun bir azami tikiz
altgrubu olarak

cos 6 sin 0
(14) K_{k_k(g)_(ipsirﬂ icos@)}

grubunu kullanacagiz. V bir topolojik vektor uzay olsun ve g — 7(g) géndermesi GL(2,R)
grubunun bir V' {stiindeki siirekli unitar teslimi olsun. Biz baz1 sartlar koyariz. Birisi
Harish-Chandra “kabule sayan” olmasi sartiydir. Yani, v € V ise, {m(k)vk € K} ciimle-
sinin meydana getirdigi altuzay sonlu boyutludur. Bundan fazla 7 indirgenemez olsun.
Sonunda ilk siniflama igin 7 kivamli (tempered) olmasini farzederiz. Bu kavram Schwartz’'in
dagilim (distribution) kurami ndan alinmig bir kavramdir. Bu kavram kiigiilebilir gruplar
iistiindeki Fourier doniistimii teorisi icin ¢ok onemli. O da Harish-Chandra tarafindan
meydana konmustu.

Anlattigimiz kuram i¢in dikkate deger ve temel bir teorem var. GL(2,R) grubunun an-
lat1gimiz sartlara gore indirgenemez kivamh 7 temsilleri ile W /g Weil grubundan GL(2, R)

(13) p(w) —
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grubunun L-grubu olan GL(2,C) grubuna omomorfizmlar ¢ arasinda bir egleme var. Bu
esleme anlatmak i¢in Dedekind ile Frobenius’un meydana koydugu grup karakteri kavrami-
n1 hatirliyoruz.

Sonlu grup icin bir karakter ne oldugu hatirlayalim. Ilk once bir grup icin bir karakter
eslenme degismez bir fonksiyondir. Biz grubun bir 7 temsiliyle baslayip ve onun izini
kullanarak

g trm(g) = Zm,i(g), m(g) = (mi;(9)) .

bir karakter elde ederiz. Ozellikle bu karakterler grubun indirgenemez 7 temsilleri kiigiile-
bilir i¢in onemlidirler. Fakat bu iki matematik¢i bir eglenme degismez olan bir fonksiyon
baglayarak grubun temsillerinin kavraminimeydana koymustu. Ben bagka yerde fikirlerini
anlatacagim. Harish-Chandra gelistirdigi sonsuz boyutlu temsiller kurami ve ona ait analiz,
karakterin kavrami daha zordir. Buna ragmen her kabul edilen indirgenemez temsilin 7
bir izi var. Ilk olarak, grupta bir Haar 6l¢iim dg var. GL(2,R) bir Lie gruptur. ()yle bir
grupta biz destegi sinirlh ve sonsuz tiirevlenebilir bir fonksiyonu igin

/ f(g)m(g)dg = n(f)

operatorinii meydana koyabiliriz. 7 temsili tinitar ise igledigi V' uzay bir Hilbert uzayidir.
{v; | (vi,vj) = d; ;} climlesi onun bir tabamni ise,

tror(f) = Z(W(f)% v;)
yakinsak bir toplamdir. Kuramda iki énemli teorem var. G = GL(2) veya genel olarak G
R cisim "ustiinde herhangi birkiiciilebilir grup ise

1. Teorem.

[ te(w(f))
Schwartzin anlaminda bir dagilimdar.
Bu dagilim y, olsun. Ikinci teorem daha yiiksek bir diizeydir.

2. Teorem. Yy, dagilims bir fonksiyondir.

tr(m(f)) = x«(f) = f(9)x=(9)f(g)dg.

G(R)

Tabii ki anlattigim teoremleri herhangi bir kiigiilebilir grup icin gecerlidir. Ama biz
sadece GL(2) inceleyersek daha kolay olur. y, fonksiyon egleme degismezdir, yani

x(hgh™) = x(g)-
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g € G(R) ise, 6zdegerleri A\ ve Ag olsun. A; # A halinde g diizglindiir. Yoksa tek-
ildir. g noktas:1 diizgiin nokta ise, g noktasinin civarinda Y, sonsuz tiirevlenebilirdir. y
fonksiyonun egleme degismez oldugundan,

Xr(9) = Xz (A1, A2) = xx (A2, A1) = xx(a,b), a=AA2, b=A + Ao

GL(2) gruba bakmaga devam etmemden evvel, genel bir teorem kisaca anlatarsak fay-
dali olur. Aradigimiz yerel fonktorselik ile esleme bize ne verebiliriz, en azinda aritmetik
yerel cisim icin? Biz su ana kadar gercekten az biliriz. Cisim R cismi veya C cismi ise, biz
Harish-Chandra sayesinde oldukga ¢ok biliriz, fakat her istedigimiz sey degil! Arkimedyan
olmayan cisimler icin ¢ok az biliriz. Ilhan Bey anlatacak. C cismin R cisminden daha ko-
lay olmasina ragmen, ben R tstiindeki gruplar: anlatacagim. Her halde biz evvelce her C
iistiindeki grupun bir R tistiindeki grubun tarafindan verilebilmesini basit 6rnekle anlattik.
Ben ilk 6nce iki basit gruplara baktim, GL(1,R) = R* ve GL(1,C) = C*. Simdi konumuz
daha zor olan GL(2,R) olur.

Yerel fonktorsellik en azinda iki seviyede goriiniir. Ilk olarak kivamli teslimler icin.
Ondan sonra daha genel Arthur’'un meydana koydugu bir neviye bakacagiz. F, yerel
aritmetik cisim olsun, yani (i) veya (ii) numarali hale gbre bir yerel cisim. Ilhan Bey
anlattig1 veya anlatacagina gore bir Weil grubunun fasilesi var,

Wk, /p, | [Ky : Fy)] < 00, K,/ F, Galois}.

Ben yalniz F,, = C hali bir tarafa en sade hale bakacagim, yani F, = R. Ifade edecegim
varsayim ispatlanmamis. Tabii ki K, C L, ise, o zaman her Gal(K,/F,) — “G omomor-
fizmi bir Gal(L,/F,) — G omomorfizmi belirliyor. Dolayisiyla her omomorfizm bir

(15) {Gal(L,/F,) — LG}

fasilesi belirliyor. Onemli bir varsayima gore her F, i¢in bu fasile G (F,) grubunun tek bir
indirgenemez kivamli teslimi belirliyor. Basgka niyetlerinin arasinda bir kiiciilebilir grup
G(F,) i¢in bu varsayimin ispatlanmasi yerel fonktorselligin ana yerel maksattir. Su ana
kadar bu varsayim adeta her yerel cisim ve her grup i¢in bilinmez. Tabii ki kiiresel mak-
satlar1 yerel maksatlardan ¢ok daha 6nemli ve ¢cok daha zordur. Sinif cisim kuraminda gibi
kiiresel teori yerel teoriyle baglidir! Sinif cisim kuramina karsi genel grup igin aradigimiz
kuraminin heniiz gelistirmesi. Olabilir ki Ali Bey konugmalarinda yerel ile kiiresel kuram-
larin arasindaki baglilarina dokunacak.

Daha dogru genel olarak ve Dedekind-Frobenius meydana koydugu kavramlara gore, biz
indirgenemez temsilleri tek tek almaliyiz. Fakat teklif ettigimiz teori 6yle ki her (15) nu-
marali fasileye tek bir temsil tayin edilmez, bir L paketi tayin edilir. Kisaca anlatabilirim.
Gorecegiz gibi, GL(2,R) grubu i¢in, her n > 1 sayisina indirgenemez temsillerin kesik
serisinin bir 7 6gesi tayin ederim. Biz 7 teslimini SL(2,R) grubuna simirlasak, bu temsil
iki indirgenemez temsile indirebiliriz, olomorf bir temsile ile z1t olomorf bir temsile. Nedeni
sezgisel bakimda agiktir. SL(2,R) i¢inde fazla eglenik siniflar1 var. Ashnda SL(2,R) iginde

cosf +£sind
Fsinf cosf



iki matrisi eglenik degil. Fakat GL(2,R) i¢inde esleniktir. SL(2,R) grubu GL(2,R)’dan
daha kiiciik olmasina ragmen bir bakimda fazla esglenik siniflar1 var. Indirgenemez tem-
sillerin karakterlerinin eglenik siniflartaki fonksiyonlarin bir tabam tegkil ettiginden dolay1
SL(2,R) grubunun daha fazla karakterleri var! Biz aber su anda GL(2,R) grubunu in-
celiyoruz.

GL(2,R) GRUBUNUN KARAKTERLERI

Tabii ki karakterleri ele gecirmek igin biz ilk olarak uygun teslimleri ele gecirmeliyiz.
Fakat kurami yalniz yiizeysel bir gsekilde tarif ettigimden ben kesik serinin zor olan insaatini
bir tarafa birakarak serinin karakterini verip onun niteliklerinin énemini beirtecegim.

Kivamli temsillerinin iki serisi var, siirekli seri ile kesik seri. Birincisini biz basit ve
apagik bir gekilde inga edebiliriz. (11) numarali sekilde gibi, R* grubunun iki unitér
karakteri ji;, i = 1,2 verilmis olsun. pu;(a) = sgn(a)|al’®, s € R. Biz GL(2,R) iistiindeki
asagidaki gartlar konmus olan h fonksiyonlar1 meydana koyuruz:

(1)
=0 )
=)
_ Ja?

h(tg) = (lal/[b))*?ui(a)u2(D)h(g) = tu(t)h(g),  t¥ = PRk pu(t) = pa(a)pz(b).

ise, h(ng) = h(n).
(i)

ise,

(iii) GL(2,R) azami tikiz altgrubu olarak (13) numaral formiil matrisleri aliriz. Fonksiyon
h igin
{g— h(gk(0))}

fonksiyonlarinin tegkil ettigi ciimlenin sonlu boyutlu bir vektor uzayda bulunmasini talep
ederiz.
Bu fonksiyonlar bir tamam olmayan $ Hilbert uzayim teskil eder. Dahili ¢carpim

/ o (kYo () dk
K

integrali verilmistir. Bu uzaym iistiindeki GL(2,R) grubunun h — A’ = 7, ,,7(91)h,
g1 € GL(2,R) bir teslimi var.

h'(g) = h(gg1)-

Bu 7 = m,, ., temsile ana seri’nin bir temsili denilir. Iki karakter p ile pp unitar ise, yani
her ¢ i¢in |u;(t)] = 1, o zaman 7 teslimi de umitérdir.
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Verdigimiz her formiiliin dogru olmasimi dogrulamak igin teslimin gergekten unitar ol-
masini gosterelim. hy ile hy fonksiyonlar: verilmisise, biz GL(2,R)’da 6yle bir h; fonksiy-
onunu bulabiliriz ki

(16) hi(g) = /tp,u(t_l)ﬁl(tng)dtdn.
Bu denklemi dogrularken
dt"'nt) _ —2p
dn

oldugunu dikkate alin.
(16) numarali denklemini ve dg = dtdndk ile u(t=') = ji(t) denklemlerini kullanarak,
biz

(hi,ha) = / tP u(t= Y hy (tnk) hy (k) dtdndk
(17)
= / hy (tnk)ho(tnk)dtdndk

denklemini ele ederiz. Yanliglik yoksa bu denklemin sayesinde

(m(g)h1,7(g)h2) = (h1, h2)

esitligi aciktir.

m = m, tesliminin karakterini kolayca hesaplanabilir. Biz anlattigi kuramin hem genel
ilkeleri hem de ¢ok ayrintilar icin Anthony Knapp yazdigi Representation Theory of Semi-
simple Groups kitabin a miiracaat edebilirsiniz. Hesabin neticesini vermemden evvel, genel
olarak karakterlerin nasil verilmesini anlatmak isterim. Ben yalmz GL(2,R) grubuna
bakacagim fakat verecegim tarif genel olarak her R iistiindeki kiigiilebilir grup icin gecer-
lidir.

GL(2,R) igerdigi g 6gesinin {g} eslenik simfi A\j, Ay 6zdegerlerinin tarafindan tam be-
lirlenmig degil. a = det g ve b = trg ise, A1 ve Ao,

22 —br+a=0

denkleminin kokiidiir. b2 —4a # 0 ise, yani ¢ matrisi diizgiin ve yar1 basit ise, eslenik sinifi
{A1, A2} ciftinin tarafindan belirlenir.

{g € GL(2,R) | b* — 4a = 0}

ciimlesinin kiitlesinin 0 oldugu ve anlattigimiz ikinci teoreme gore her x, karakterinin bir
esleme degismez bir fonksiyonu oldugundan, bu fonksiyonu tamamen belirlemek icin b% —
4a # 0 climlesinde kabul ettigi degerleri belirlemeliyiz. (a,b) diizlemindeki bir fonksiyon
olur. b? — 4a = 0 parabolunun diginda diizgiin bir fonksiyon oldugunu Harish-Chandra
tarafindan ispatlanmis.
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Bu teorem nasil ispatlandigr kisaca anlatalim. GL(2,R) g = gl(2,R) Lie cebri var.
Bundan fazla g’nin Lie cebrinin evrensel sarma cebri de var (universal enveloping algebra).
Simgesi A olsun. X € g ise w(X) sinir It olmayan bir iglemci olarak tanimlanir. X; € g,
1 =1,...,n iseler

(Xy... Xp) =7(X1)...1(Xn)

de siirhi olmayan bir iglemci olarak tanimlanir.
Xy = (0ir631)

olsun. 2 cebrinin merkezi (center) hasil eden iki 6gesi Z;, Z var. Knapp’un kitabindaki

isaretle
1 0
h—Xll_X22—(0 _1)7
0 1
€:X12:<0 0)’
0 0
f=f1721=(1 0)-
olsun.

1
Z1=X11+X22, ZQZQ:§h2+€f+f€

Knapp i¢in ana 6rnek SL(2,R) dir. Benim igin ana érnek GL(2,R) grubudur. Ben L
grubunun énemini vurgulamak isterim ve G = SL(2,R) ise, *G = PGL(2,C). Projektif
grubu kullanmak uygunsuz.

Her indirgenemez kabule sayan 7 teslimi i¢in 7(Z;), ¢ = 1, 2 bir skalardur.

w(Z;)v = ayv, vES.

aq sayisi ¢ok ilgincdegil.

ﬁ((g 2)):sgnm(a)|a\is, m=0,1, seR.

(18) m(Z1)(v) =isv, aq =is.

Ustelik ’
X (ag) = sgn™(a)|al|*®.

Tanimina gore, destegi sinirli ve sonsuz tiirevlenebilir bir f fonksiyon icin

O f) = tem(f),  (Xa, Z2f) = tr(w(Z2f)) = tr(n(Z2)7(f)) = az tr(x(f))
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Z5 diferansiyel operatorii n muavin adjoint operatorii Z5’dir. Dolayisiyla

az(Xr, f) = (X, Z2f) = (Z2Xx, [)

ve ele gecirdigimiz denklem

(19) Z2X7‘r = 02X r-

(19) numarali denklem GL(2,R) uzayinda gecerli bir denklemdir. Fakat x, iki degiskeni
olan bir fonksiyondur, yani a ile b degigkenleri. Biz iki boyutlu diferansiyel denklem
olarak (19) numarili denklemi yorumlayacagiz. Biz Harish-Chandra’nin meydana koyup
kullandig1 ve Knapp’in kitabinda anlatilan bir isomorfizm uygulariz.

Bu dersde Harish-Chandra’nmin her kiiciilebilir grup icin gegerli olan izomorfizmini is-
patlamak istemem fakat somut bir problemde nasil kullanmasinmi kisaca anlatmak isterim.
Bu birkac ders anlatildigi seminerde ne arkimedyan ne de arkimedyan olmayan seklinde
abelyan olmayan harmonik analizi sunamayiz. Harish-Chandra’nin muhtesem arkimedyan
kuramiin bir 6rnek olarak ben GL(2,R) grubuna ait birkag formiil sunmek isterim. Bu
tek ornek icin bile, ben az anlatabilirim. Simdiki durum oyle.

(i) Her kiiciilebilir grup icin R ve C yerel cisimleri tistiindeki kurami ¢ok gelistirilmistir,
fakat onemli problemler kalir, 6zellikle kivamli olmayan temsiller icin.

(ii) Arkimedyan olmayan yerel cisimler ve adeta her kiigiilebilir grup igin énemli problemler
kalir. Miimkiin ki biz Ngé’nun yeni arastirmasi sayesinde simdi bu problemleri bagarili ele
alabiliriz. Fakat bunun igin geometriden, topolojiden, cebirden, analizden gerek aletlere
ihtiyag var.

Bu alanlarda arastiracak ¢ok problem var. Acik ki biz onlara ancak dokunabiliriz.

Simdi Harish-Chandra isomorfizmine doneriz. Degiskenleri olarak yx, fonksiyonunde
g € GL(2,R) degil onun 6zdeger t; = A1, to = Ao alabiliriz veya b = t1 + ta, a = t1ts.
Biz (18) ile (19) numarali diferansiyel denklemleri bu yeni degiskenlerle yazmak isteriz.
Birincisi kolaydir, yani

2
Ix
18’ ti =L = isXx.
(1) Yo = i
Bu sadece x, fonksiyonun bir ebadi aymi olan (homogeneity — Redhouse sozliigiindan

almig) niteligi.

(a,b) diizlem b* —4a # 0 kosulun tarafindan tanimlamig bélgenin ii¢ kismi var: (i) b > 0
ve b2 — 4a > 0, yani t; ile ty reel art1 sayilardir; (ii) b < 0 ve b* — 4a > 0, yani t; ile
to reel eksi sayilardir; (iii) % — 4a < 0, to = t; ve t1,to kompleks sayilardir. Bizim icin
a # 0. Dolayisiyla a'nin isarete gore her ii¢ kismin iki alt kismi olabilir. Fakat b? —4a < 0
ise, a > 0 ve parabolun igerisindeki tigiincii kisim boliinmemis. Her diizgiin ve yar1 basit
eslenik sinifta ya bir kdsegen 6gesi var,

t0 y
(0 tg)’ t17t2€R ’
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ya da bir

o cosf sinf
—sinf cosf

), a >0, a? =a.

seklinde olan bir matris icerir. Ikinci halde t; = ae®, to = ae™.

_ i _tY_ [t |t
D(g)_\/g( tl)_\/; n7 o

Maalesef bu fonksiyonun degeri yegane bir gekilde belirtilmis degil, fakat |D(g)| belirtilir.
X fonksiyonun yerinde

T (t1,t2) = |D(g)|X~(9)

fonksiyonunu inceleyim. Tam giivenle veremedigim Harish-Chandra isomorfizmine gore
(18") numaral denklem degigmez.

2
oTr .
(18") thﬁ—z = 1STy.
1 (2

Buna karsit ikinci denklem daha basit olur

2
0?7,
(19) > T
=1 ?

Unuttugum fakat Knapp’un kitabinda bulunan ¢ sabitiyle ikinci 6zdeger a = cas.
GL(2,R) D R* - SL(2,R) ve [GL(2,R) : R* - SL(2,R)] = 2. Harish-Chandra omomor-
fizmi abelyan olmayan SL(2,R) yar1 basit altgrubu i¢in gerektir ve 6nemli fakat abelyan
altgrubu R* gerek degil. Bu sebepten (18”) numarali denklem degigmiyor.
Bu iki denklem kolayca ¢ozebiliriz. Fonksiyon 7 icin her parabolun digarisinda bulunan
baglantili bolgede (., 8- katsayilari farkl olarak basit bir formiil var,

= aTy.

(20) Tr(ti,ta) = Bolta [ [ta] > + B [ta]"* [t1]".

Olabilir ki bu denklemde tistler saf sanal sayilar degil. Parabolun igerisinde benzer bir
formiil var

(21) Tr(t1, ta) = BrtFH5? + B_ts 't

fakat t1 = aexp(if), ta = aexp(—if), a > 0. By ylizden m = (is; — is2)/2 € Z ve biz
formiilu

(22) Te(t1, o) = Bra1 72 exp(imf) 4+ B_a"** 752 exp(—imb)

olarak yazmaliyiz. Biz verilmig 7 = 7, temsiliyle bagladik, fakat (20) ili (21) numarali den-
klemler tam geneldir. Alisilmig terminolojiye gore parabolun digarisinda bolgede 6zdeger-
leri t; ile t olan matris hiperbolik ve parabolun icinde olan matris eliptiktir
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(20) ile (21) numarali denklemler iki katsayilar tam belirli degil. Yani bir matrisin iki
ozdegerin arasinda hangisi ¢; hangisi todir. S = [_ ise 6énemli degil fakat genel olarak
onemli. Ornek olarak ¢, ile ty reel ise biz [t1| > |ta] icap edebiliriz veya |t;| = |to] ise,
27 > arg(t1) > arg(ta) > 0 icap edebiliriz.

Benim bir maksatim var. Bu maksat1 heniiz anlamadim. Birinci nevi yerel cisim ve
belki de ondan ¢ok farkli olmayan ikinci nevi yerel cisim de icin ve her kiiciilebilir grup
icin biz tam olan bir temsiller kuramini kurmak isteriz. Ilk olarak Harish-Chandra R ile C
¢ok bakimda tamdir. Hele iyi taniminin elde edilmesine ragmen tanimlamadigimiz kivamh
temsiller i¢cin onun kurami ¢ok giizel ve her bakimda ¢ok kuvvetlidir. Otomorf temsiller
icin bu teori ¢ok 6nemli ama yetmez. Buna ragmen otomorf temsillerin alaninda caligmak
isterseniz her sey once onun teorisini kavramak gerektir.

Somut bir sekilde verilmis olan m = 7, 4, temsili ana seride bulunursa, onun karakter
hesaplamak kolaydir. Yani hem 7(g) hem de

(23) f(g)m(g)dg
G(R)

bir fonksiyon uzayinn iistiinde bir tiimleme (integral) iglemcidir. Fonksiyonlar tikiz ciimle-
nin tstundedir Bu uzayin ierdigi fonksiyonlar

ran =use. 1= (g 0)

kogulla belirtilen fonksiyonlardir. Dolayisiyla 7(f) islemcinin ¢ekerdigi iki degisken olan
bir fonksiyon F'(k1, k2), k1, ks € K olur. Onun izi

/ F(k, k)dK'
K
dur. Bu nedenden onun karakteri kolay hesaplayabiliriz. Sonucu olarak,

pi(t) = sgn™ (t)[t[**

ise, s; reel, (20) numarili denklemde (B = sgn™!(t;) sgn"?(t2), B— = sgn™ (t2) sgn™?(t1).
(22) numarali denklemde 3, = _ = 0. Gerekli olan tiimlemeleri (integrallar1) kendiniz
hesap edebilirsiniz. sy, so sayilar (18”) ve (19) numarali formiilleri bulunan is ve « sayilara
bagidir,

181 + 1S9 = is, —57 — 52 = q.

Dolayisiyla sirasi bir yana sq, so s ile « tarafindan verilmistir. Aradigimiz esleme hatirlat-
alim. GL(2,R) grubunun L-grubu GL(2,C) veya GL(2,C) x Gal(K/F') fakat (10) numarali
omomorfizmler ic¢in fark yok. Biz sadece

¢: Wer — GL(2,C)
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omomorfizmlerini incelelecegiz. Istersek tamiminda verilmis W/ — Gal(C/R) omomor-
fizmini eklenerek biz ¢
W@/R — GL(2, C) X Gal(C/R)

isomorfizme degistirebiliriz.
Daha once kullandigimiz
ner : Weyr — R

omomorfizmi var. i ile o R* grubunun iki karakter iseler,

/ S — M1(77<C/ (w)) 0
(11 ¢: ( OR MQ(TI(C/R(U))))

¢ i¢in bir olanaktir. Bu omomorfizmlerin ile GL(2,R) grubun indirgenemez kabule sayan
7 temsillerinin eslemesi basit degil. Ne gibi temsillere ne gibi omomorfizmler tekabiil eder?

Eslemenin en sadece en agik sekil, imgesi kayith tikiz (conditionally compact) olan ¢
omomorfizmlar ile (indirgenemez kabule sayan) kivamli temsiller arasindaki eslemedir. (11)
veya (11") numaral gekillerde verilmig olan ¢ omomorfizm igin iki karakter g, po unitér
ise, esi olan temsil tanimladigimiz ana serisinde bulunan 7, ,, temsilidir.

Su ana kadar (12) numerali formiilde verilmis ¢ omomorfizmlerine esi olan temsili
onermedik. Bunun igin kesikli siraya ihtiyacimiz var. G'L(2,R) grubu i¢in biz bu siranin
temsilleri birkag yontemlerle meydana getirebiliriz. Harish-Chandra’nin kullandigi yontem-
ler en iyidir. Onun yontemler analitiktir ve onunla her kesikli sirasi var olan kiigiilebilir
grup icin icerdigi her temsili verilir. Bu nedenden tam olarak degilse bile bu yontemin
G L(2) i¢in nasil uygulanmasimanlatmak isterim.

Baslamamdan evvel 6nemli bir soruna dokunmak isterim. Arkimedyan olan yerel cisim-
ler i¢in Harish-Chandra sayesinde kivamli temsillerini anliyoruz. Kivamli olmayan fakat
otomorf temsiller kurami igin ¢cok 6nemli olan temsillerin olmasina ragmen c¢ok indirgen-
emez temsil var. Arthur tahminlerimize gére kuraminda gerekli olan temsilleri meydana
konup ayirladi. GI(2) i¢in bu ayiril mig olan temsillerin arasinda bulunan ama kivamh
olmayan c¢ok az unitar temsil var. Hepsi bir boyutlutur,

g € GL(2,R) — sgn™(det g)|g|"™, m=0,1, seR.

Fakat diger gruplar icin biz bu temsilleri henliz anlamiyoruz. Ali Beyin konusmalarinda
bu temsillerin neden 6nemli olmasini anlayacaksiniz. Her halde bir arastirma problem
ararsaniz, buyurun.

Ikinci belki daha zor olan problem var. Arkimedyan olmayan(!) yerel cisimler igin
biz kivamlitemsilleri bile anlamiyoruz. Ngo Bau Chao’nun asil 6nteoremin ispati okurken
bu problemin ¢éziimii huysuz demletler (perverse sheaves) kuramina ait olmasinda ikna
oluyorum. Bu soru da Ali Beyin konusmalarina aittir. Su ana kadar bu soru hakkinda
diigiinmek i¢in ne zaman ne de kuvvetim vardi. Istanbul’dan evime donecegimde bu sorunu
ele alacagim.

Fikirlerim goyle. Ilk 6nce Harish-Chandra’nin teorisinde uygulanan asil ilke bir (sarsil-
maz degigmez=stably invariant) karakter Hitchin temelindeki (degigskenlerinin 6zdegerleri
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olan) bir fonksiyon olarak bir D-modiilde bulunur, yani bir diferansiyel denklemin bir
¢oziimdiir. Herkesin iddia ettigi gibi “bir D-modiil” bir “huysuz demlet” egdeger kavram-
lardir. Ben ise, heniiz anlamiyorum. Evime donecegimde bu teorilerle ugragsacagim.
Siz de isterseniz, arkimedyan olmayan yerel cisimler i¢in yararli bir kuram gelistirmeye
girigebiliriz. En azindan acik ki bu alanda gerek olan kuram heniiz yok!

Biz simdi her ayrint1 vermeden Harish-Chandra’nin yéntemlerinin GL(2,R) grubu (veya
SL(2,R) grubu igin) nasil uygulandigini anlatalim. Ilk 6énce kivamh fonksiyon ve kivamh
dagilim ne oldugunu anlatalim. Dogru cizgide bir f Schwartz fonksiyon

1+l WL < O Vmen 20

sartlarla tanimlanir. Tabii ki Oyle bir fonksiyon ile tiirevleri siireklidir. Bir kivamli dagilim
ise, Schwartz fonksiyonlarin ctimlesinin tistiindeki bir stirekli dogrusal fonksiyondir.

GL(2,R) grubunda Schwartz fonksiyonun tanimi benzerdir fakat farkli. f bir Schwartz
fonksiyon ise f sonsuz tiirevlenebilirdir. Tiirevleri fHer g € GL(2,R)

(&

z1
g:kl (60 22)]{?2, r1,20 € R.

sekilde yazilabilir. ||g|| = /2?2 + 22 olsun. Schwartz uzaymm f fonksiyonu igerme sartlar
soyle ifade edilebilir. D; herhangi bir sag degismez diferensiyal iglemci ve Dy herhangi bir
sol degismez iglemci olsun. Her m > 0 i¢in uygun bir C' = C(D;, D2, m) sabitiyle

e~ lTti—m2l/2
(L +[lglh™

Yeni ile eski sartlarin arasindaki farkinin nedeni geometriktir. GL(2,R) igerindeki mesafe
ve kiitleye gore |x1 — xo| biiyiik ise, Merkezi

(0 1)

olan ve g noktasindan gegen kiirenin yiizeyi veya hacmi yariapi ayni olan olagan bir kiirenin
ylizeyi veya hacmi ¢ok daha biiyiiktiir. (24) numaral formiilde payi bu farkin ifadesidir.

GL(2,R) grubunun Haar kiitlesini kisaca hesaplayalim. g = (a;;) ve €™ =t;, 1 = 1,2
olsunlar.

(24) |ID1D2f(g)| < C

Ni id i
= o CLJ = Oé(tl,tg)dkldtldtg

25 dg = —
(25) g |det2g|

denklemi aciktir.
o — [ cos 6 sind
7\ —sin® cosf )’
( cosp  sin )
ko = .
—siny cosp
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olsunlar. dk; = df, dko = dy. (25) numaral denklemin § = ¢ = 0 noktalarinda incelen-
mesi yeter. O noktalarda

(dgij) _ 1 0 do\ (t 0\ (da 0 (t 0 0 dp
|det?g| t3t3 |\ —df O 0 to 0 diy 0 ta2)\—dp O ‘

Yanlisim yoksa kisa bir hesaptan sonra biz bu formiilden

1 to

dt1 dt
(26) (— — —) R (exp(x1 — x2) — exp(xg — x1))dx1dwo
to t1 t1 to

formiiliinii elde ederiz. |x; — x5| biiyiik ise, | exp(z; — x2) — exp(z2 — x1)| ¢ok biiyiikk! Bu
hesaplar cok gilizel degil, fakat herkesin Harish-Chandra teorisinin bir bakimda aligilmig
harmonik analiz tarafindan etkilenmis oldugf)ilmesi onemlidir. Ayni zamanda Harish-
Chandra teorisi ¢cok daha derindir!

Bu teori 6nemli bir bakimda bir tayf (spectral) teorisidir. Ozfonksiyonlar karakterlerdir.
Her tayf teorisi gibi bu teoride fazla ézfonksiyonlar var ve en 6énemli 6zfonksiyonlar L2-
uzaym bir (kismen kesikli kismen stekli) tabani tegkil eden 6zfonksiyonlardur. Bu tabanin
ogelerini kesinlikle belirtmek icin kivaml dagilimin kavramina ihtiyacimiza ihtiyacimiz var.

Geligtirdigin kuraminda Harish-Chandra olagan her analitik gerege yeterli olan 6zfonk-
siyonlar1t meydana koymustu. Bagka gereklere yeterli olmazsa bile, mesela otomorfik tem-
sillerin kurami icin bazi ilavelere ihtiyacimiz varsa, onun kuramini kullanmadan adeta
hicilerleyemeyiz. Bir defa daha tekrarliyorum. Arkimedyan olmayan yerel cisimler icin biz
hala benzer bir kuram ariyoruz. Bence, bu teori kismen aritmetik kismen analitik olacak.

Bu fikirleri ifada ettigimden sonra GL(2,R) teorisine dénelim. (26) numaral formiil
kullanan kaba bir hesapa gore GL(2,R) iistiindeki bir f fonksiyonu igin yeterli biiyiik bir
m > 0 ile

e—|331 —$2|/2
¢ sabit

(27) 1f(g)] < CW’

| Ho)dg

timlemesi sonlu olur. Bu ifadenin bir dikkatinizi ¢ekmek istedigim sonucu var. f bir
Schwartz fonksiyonu ve y herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi bir m € R

esitsizligi gecgerli ise,

(28) Ix(9)] < ce1B=22l/2(1 4 ||g|)™, csabit
ise,
[ x@)1o)ldg < o

ve

fe/&@ﬂw@

18



kivaml bir dagilimdir.

Biz (27) ile (28) numaral formiilleri olagan R veya R™ iistiindeki kurama benzetsek, iki-
sine ortak ama olagan kuramda mevcut olmayan bir carpani olan e~ 1#1=221/2 o” oriiriiz. Iki
esitsizlik ortak olan carpan, birincisinin paydasinda, ikincisinin payinda, olagan kuramdan
tanidigimiz carpandir. Yani, dogru cizgide Schwartz f fonksiyonu ve herhangi bir m > 0
icin

[f(@)] < (L4 [z)~™

esitsizligi gegerlidir ve kivaml y dagilimi ve en az bir m > 0 i¢in
Ix(2)] < eI+ [z])™.

Bir yanda RT veya R* ile diger yanda GL(2,R) arasindaki fark e~1#1=221/2 carpanidir.
(20), (21) ve (22) numarali formiillere dénelim. Ashnda (28) numaral formiile gore
X~ karakterinin kivamli olmasi i¢in 7, sinirli bir fonksiyon olmasi gerektir. Onlarin ¢ok
olmasina ragmen burada soz konusu olmayacak. Bildigim kadar bir boyutlu temsiller bir
yana otomorf temsiller kuraminda ortaya ¢ikan temsillerin hepsi kivamhidir. Bu Ramanu-
jan’in varsayimidir. Cok basit olmasina ragmen bir boyutlu teslimler meydana ¢ikar ama
hos kargilanmaz. Ali’nin konugmalarinda mevcut olmasimin sonuglarini gorecegiz.
Konumuz olan probleme doniiyoruz. Harish-Chandra’nin da genel problemle ugrasarken
karsilagtigl zorluklar: hatirlayalim. Ilk 6nce genel bir grup icin kesikli sirasim dolaysiz
kuramayiz. Onu kurup niteliklerinin anladigimdan sonra daha kolay yontemler bulunurdu,
fakat ilk gercek zor olan adim icin genel ilkeleri uygulamadan basgka yol yoktu.
Genel ilkeleri her fizikci iyi bildigi sonlu ve tikiz gruplarin kuramindan alina bilir.
(1) m: g (mi;(g)) indirgenemez bir teslim ve onun karakteri x ise, tabanini 7; ;(-) fonksiy-

onlarimin tegkil ettigi uzay
{om [ fxsrg)an},

uzayidir. f fonksiyonlarinin destegi tikizdir.
(2) 7 ile mo indirgenemez ve farkl ise,

/ Xy (Q)sz(dg) =0.
G

(3) m temsili indirgenemez ise,

(29) /G mii (9 vg)dg = xx (),

dim 7

Tikiz olmayan gruplar i¢in de ayni ilkeler gecerlidir ama teori ¢ok fazla zorla kurula-
bilir. Knapp’in katabina bakarsaniz kurulunun ne kadar zor oldugunu anlarsiniz. Ben ise
GL(2,R) i¢in (20), (21), (22) formiillere ait fikirleri anlatmak isterim. Ana seri i¢in (20)
numarali formiilde G5 = sgn(t1)™* sgn(t2)™2 ve S_ = sgn(t1)™2 sgn(t2)™* olabilir. Bu
sekilde biz 7, fonksiyonlarii kullanarak kosegen matrislarin iistiindeki simetrik fonksiy-
onlarin bir tabin elde ederiz. Kesikli seriyi elde etmek igin, biz (22) numarali formili
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uygulariz. Maalesef bu formiil ¢cok uygun degil. 7, fonksiyonu t; # to bolgesinde siirekli
olmali.

t1 = aeie, to = ae

iseler, . ’
D(g) =€ — e,

Degikeni 0 olarak x,(0) = x.(—0) fakat D(0) = —D(—60). Dolayisiyla
Tr(e) = _TW(_G)

ve
B =By =B
Te = B (eimﬁ . e—im@)

B = —1 belirtilmesi i¢in (29) numarali denkleme benzer fakat ispati daha zor olan bir

denklem uyguluyoruz.

Biz kivamlh karakterlerin esleme degismez fonksiyonlarin tayf veya analitik anlamda
bir tabanioldugunu bekleriz. Ana sirasinin her 6gesinin karakteri elliptik simiflarda sifir
olur ve hiperbolik siiflarda olagan Fourier analizi verir. Fazla kalan kesikli serinin eliptik
ogelerinde bir taban tegkil eder. Bu nedenle hiperbolik Ogelerde degerleri onemsiz. ¢
esleme degismez bir fonksiyon ise,

(30) Y(ti,t2) = (¢ — e )g(t1, 1)

kargi simetrik bir fonksyondur. (22) numaralidenklemin igaretleri kullanirsak analitik an-

lamda
_ais (eimG o efimG)
b

s € R, m > 0, (30) numarili denklem gegerli olan fonksiyonar i¢in analitik anlamda bir
taban egkil eder. Dolayisiyla eliptik ogelerde karakterler basit bir kesirdir,

s ezm@ . e—zm@
629 _ 6719

Hiperbolik 6gelerin climlesinde nasil goriiliir. (21) numarali denklemde gibi, orada
tiSltiSQ _ _tiSQtiSI
X(tlatQ): ﬁ-‘r 1“2 ﬁ 1“2
ViR — /12t
t1/ta > 1 bir reel say1 oldugunu farzedebiliriz. Ilk olarak x, Kivamlibir dagilm ise, x

oz fonksiyon ise, s1 + s = s ve 81 — $ = +im. (s1 — $2)/2 = —im, m > 0, oldugu
zannedebiliriz. O zaman s reeldir be

is/2 B+(t1/t2)i81/27i52/2 - B— (tl/t2)is2*i51
V= /2]
is)2 By (t1/te)™ — B_(t1/ta)™™
V12— /2t
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X(t1,t2) = (tit2)

= (t1t2)




Bu dagilim kivaml ise, 51 = 0. [_ sabitini nasil belirleyebiliriz. Hiperbolik ogeler ile
eliptik Ogelerin arasindaki t; = to smir1 var. Her karakterin bir diferansiyel denklemin
bir ¢oziimii oldugundan bu tekil noktalarda ozel bir sekilde davranmali. Bu davranigin
sayesinde (#_ degerini hesap edilebilir.

Harish-Chandra’nin kuramina bu giris ile ne anlatmak isterim? Bu teori az kavranmig
ise bile aslinda somut bir analitik teori ve matematikte yirmi ytizyilin harika kazanmasi
oldugu vurgulamak isterim.

GEOMETRIK KURAM
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