Egik Kule

1983 yilinda Leslie Scott oyunlar diinyamiza Jenga adiyla yeni bir oyun kazandirdi.
Jenga, genislikleri, uzunluklar ve yiikseklikleri birbirinin ayn1 olan n tane tahta parcasi
ile oynanir. Parcalar, her bir katta ayni sekilde yanyana dizilmis 3 Jenga parcasi ve her
kattaki 3’li y1gin bir alt kattaki 3’lii yi8ina dik olacak sekilde bir kule gibi dizilir (n
sayisinin 3 ile boliinebilmesi gerektigine dikkat edelim!). Oyuncular sirastyla 1 parga
ceker ve cektigi parcayr kulenin en istiine istedigi sekilde yerlestirir. Yanlis parcay1
cekerek ya da dogru ¢ektigi bir parcay1 yanlis yere koyarak kuleyi deviren oyuncu oyunu
kaybeder.

Bu tiir oyunlarda, pargalarin boyutlar1 ve dizilis sekli bir fizik problemi ve oyunu kimin
kazanacagi bir matematik problemidir. Her bir Jenga pargasinin ayni boyutlarda
olmasinin 6nemli bir veri oldugunu hatirlatalim ve Jenga parcalari ile oynayacagimiz
siradaki “oyun”umuza gecelim: Bir masanin kenarina, masaya ve herbiri digerine ¢ikinti
yapacak sekilde ama masadan diismeyecek sekilde kac¢ tane Jenga parcasimi {ist liste
dizebiliriz? Bu sekilde olusturabilecegimiz en uzun g¢ikintinin ug¢ noktasinin, masaya
uzaklig1 ne olabilir? En az sayida parca kullanarak en uzun ¢ikintiy1 bulan oyuncu oyunu
kazanir. Bu “oyun”, “Egilmis Para Kulesi” olarak bilinen {inlii bir “problem”dir. Bu
“problem”in ilk olarak 19. Yiizyilin baslarinda yayinlanan bir makalede ele alindigim
sOyleyip ¢aligmanin giiniimiize kadar olan gelisimini yazimizin sonuna birakalim.

“Oyun”umuzun, halen ¢alisilan bilimsel bir “problem” oldugunu diisiinerek Jenga
parcalarimizi daha ciddi pargalarla mesela standart biiyiikliiklere sahip kitaplar ile
degistirelim. Bu kadar ¢ok ve ayni boyutlardaki kitab1 nereden mi edinecegiz? Elbette
MD dergilerimizi kullanacagiz...

Kitaplarimiz ile masadan ¢ikint1 yapacak en basit kuleyi, kulenin her katina sadece bir
kitap koyacak sekilde birkag¢ kitab1 dstiiste koyup masanin kenarindan miimkiin
oldugunca tasirarak elde ederiz. En biiyiik ¢ikinti masadan itibaren elde ettigimiz
uzunluktur.
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Kurallara uyarak bu yolla, keyfi yiikseklikte bir kule ile en biiylik ¢ikintiy1 elde edebiliriz.
Daha biiyiik bir c¢ikint1 elde etmek ic¢in asagidaki gibi “karsit-agirliklar” yontemini de
kullanabiliriz:



masa

Bu yontemle gercekten daha biiyiik bir ¢ikint1 {iretebiliriz. Fakat karmasik goériinen bu
problemi daha sonraya birakip problemimizi en basit hali ile anlamaya calisalim. Yani,
kisitlamamiz su olsun: Kulenin her katina sadece bir kitap koyulabilir.

“Oyun”umuzun matematik modelini olusturmak i¢in, 0 noktasi masanin tam sag
kenarinda olan ve masanin sagina dogru uzanan bir say1 dogrusu hayal edelim.
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masa

Bir kitabin eninin 2 birim ve kiitlesinin 1 birim oldugunu ve n-kitapl kulenin agirlik
merkezi 0 dan kii¢lik oldugu durumlarda masanin kenarinda dengede kalacagini kabul
edelim (sifir noktasinda da hala dengededir).

1. adim: Masaya ilk kitab1 dyle yerlestirelim ki sag kenar1 sifirda olsun. Bdylece
kitabin agirlik merkezi -1 de olacaktir.
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masa

Agirlik merkezi, -1°den 0’a gelinceye kadar kitab1 saga kaydiralim. Kitabin 0 noktasinda
dengede oldugunu hatirlayalim. Kitabin eni 2 birim ve agirlik merkezi -1 de oldugu i¢in
kitab1 diistirmemek icin sadece eninin yaris1 kadar (1 birim) saga kaydirabildik.
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Bu 1-kitaph kulenin agirlik merkezi 0 noktasinda ve verdigi ¢ikintt C,= 1 birimdir.

2. Adim: Ikinci kitab1 yine masanin iizerine ve sag kenar1 sifir noktasinda olacak
sekilde koyalim. Uzerine onceki adimda elde ettigimiz 1-kitapli kuleyi
koyalim.Yeni kule de dengede kalacaktir.
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Hatirlatma: Herhangi iki noktaya, x; ve x, diyelim, yerlestirilen ve kiitleleri M, ve M
olan iki cismin c agirlik merkezi
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formulii ile bulunur.

Oyleyse, 2-kitapli kulenin agirlik merkezi

:x2M2+C1M1:{—1)'1+U"1: 1

M, + M, 1+1 2

noktasidir. Kuleyi, agirlik merkezi 0’a gelinceye kadar saga kaydiralim. Kulemizin
dengede kalabilmesi i¢in kuleyi sadece 1/2 birim saga kaydirdik.
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Boylece, 2-kitapl kulenin kiitlesi M,= 2, agirlik merkezi c,=0 ve elde edecegimiz ¢ikint
C,= 1+ 1/2 olur.

3. Adim: Kulemizi bir basamak daha yiikseltelim. Ugiincii bir kitab1 yine masanin
iizerine sag kenari sifirda olacak sekilde koyalim ve 2-kitapli kuleyi de iizerine
koyalim. Yeni kule de dengede kalacaktir.



0 1 2 3
3-kitapl1 kulenin agirlik merkezi:

=x;M3+52M2={_1)'1+U‘2= 1

My + M, 1+2 3

noktasidir. Kuleyi, agirlik merkezi 0’a gelinceye kadar saga kaydiralim. 3-kitapl kulenin
dengede kalabilmesi icin kuleyi sadece 1/3 birim saga kaydirdik.
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Boylece, 3-kitapli kulenin kiitlesi M;=3, agirlik merkezi c¢;= 0 ve elde edilen ¢ikint1 Cs=
1+1/2+1/3 olur.

4.adim: Kuleyi bir basamak daha yiikseltmek icin yine sag kenari sifirda olacak
sekilde yeni bir kitabi masaya koyalim ve iizerine de yukardaki 3-kitapli kulemizi
koyalim. Kule yine dengededir.
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4-kitapl kulenin agirlik merkezi:

ZX4M4+CEM3:{_1)‘1+D‘3: 1

M, + M, 1+3 4

noktasidir. Agirlik merkezi 0 noktasina gelinceye kadar kuleyi saga kaydiralim. 4-kitaplh
kulenin dengede kalabilmesi i¢in kuleyi sadece 1/4 birim saga kaydirdik.



0 i 2 3

Boylece, kiitlesi M,=4, agirlik merkezi c,=0 ve elde edilen ¢ikinti C4= 1+1/2+1/3+1/4
olur.

n. adim: Yukardaki sekilde devam edersek n-kitapl bir kule elde ederiz:

v 0 1 2 3

Bu kulenin kiitlesi M,=n, agirlik merkezi ¢,=0 ve verecegi ¢ikinti da C, = I+'/,+...+/,
olacaktir.

Simdi masanin iizerine tekrar sag kenar1 sifirda olan yeni bir kitap ve lizerine de
yukardaki n-kitapli kuleyi koyalim. Elde edecegimiz (n+1)-kitapli yeni kulenin agirlik
merkezi

:xﬂ+1Mn+1+chn :{_1}' 1-|-U-TL:_ 1
M, +M, 1+n n+1

olur. Kuleyi, agirlik merkezi sifirda olacak sekilde saga dogru kaydirdigimizda
Cos=1++/+ .+ 4/
¢ikintisi olusur.

Bdylece, tiimevarimla masanin kenarinda dengede duran ve C, birim ¢ikintis1 bulunan N-
kitapl bir kule olusturdugumuza ve elde edilen ¢ikintinin
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harmonik 1raksak dizi verdigine dikkat edelim. Bu kiiciik “oyun” ile asagidaki gibi zengin
bir tabloyu kolayca olusturabiliriz:

Arzulanan ¢ikinti Thtiya¢ duyulan Kitap sayisi (n)

2 n=4

4 n=31

10 n= 12,367

22 n=2,012,783,315

40 n=132,159,290,357,566,703

Ik olarak, J.G.Coffin 1923 yilinda, "Paranin Kulesine Egilmek" adli bu “basit oyun™u
problem olarak ortaya koyar fakat problemin ¢6zlimii iizerine ilk ¢aligmalar 1955 yilinda
P.B.Johnson ile baslar. Yukarida koydugumuz kisitlamay1 kaldirarak elde edebilecegimiz
en uzun ¢ikintinin ne oldugu ve uzunluklar1 ve agirliklar: farkli pargalar kullanilarak elde
edilecek en uzun cikintinin ne oldugu halen calisilmakta olan problemlerdir. Bu
calismalarin ayrintilarii merak edenler i¢in asagidaki kaynak listesini verelim ve
arastirmalarin geldigi son noktada elde edilen en diisiik toplam agirlikli ve en uzun
cikintiy1 veren iki dizilisle yazimizi bitirelim: Simetrik dizilisle elde edilen “abajur” ve
simetrik olmayan dizilisle elde edilen “gaz lambas1™:
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