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ONSOZ

Modiiler ¢izge diye adlandirdigimiz kurdela ¢izgeler, modiiler grubun altgruplarinin es-
lenik siiflarini parametrize eden kombinatorik nesnelerdir ve literatiirde desen adi altinda
incelenen topolojik ¢izgeleri kapsarlar. Tanimlar itibariyle modiiler ¢izgeler, modiiler egri-
nin sonlu veya sonsuz ortiilerini siniflandirirlar ve tizerlerinde bir Galois etkisi tagirlar. Bu
ortiileri, karmagik yapiyla donanmig yiizeyler arasinda birer holomorfik tasvir olarak belir-
lemek, yani Belyi morfizmlerini bulmak 6nemli bir sorudur ve Galois etkisini hesaplamada
ilk adimdir. 1k Klein tarafindan 1800°lii yillarda incelenen bu cizgeler, Grothendieck tarafin-
dan yeniden kegfedilmelerinin ardindan popiilerlik kazanmig ve bir¢ok agidan incelenmigtir.
Ancak bu ¢abalar daha ¢ok miinferit 6rnekleri incelemeyle sinirli kalmigtir ve sistematik bir
yaklagim geligtirilememistir. Pierre Deligne’in ifadesiyle: “Grothendieck ve 6grencileri kiire-
nin sonlu oOrtiilerini tasvir etmenin kombinatorik bir yolunu gelistirdiler.. Ancak bu Galois
etkisini anlamaya yardimci olmadi. Galois etkisi hesaplanan ve ¢oziilebilir olmayan sadece
birkag orti bilinmektedir” [15].

Hipergeometrik Galois Etkileri, 2011-2014 seneleri arasimda Galatasaray Universitesinde
yiiriitiilmiis olan ve geometri kaynakli bir modiiler ¢izge ailesini ve bu ailenin belirledigi

ortiileri sistematik bir gekilde incelemeyi amaclayan bir piir matematik aragtirma projesidir.

Proje yardimcr aragtirmacist Susumu Tanabe (Galatasaray U.), hipergeometrik fonksi-
yonlar konusunda uzmanlhigi ve bu konuda verdigi diizenli seminerlerle projeye destek olmus-
tur. Diger yardimcr arastirmaci Celal Cem Sarioglu'na (Izmir Dokuz Eyliil U.) post-doktora

bursiyeri Ayberk Zeytin (Galatasaray U.) de katk: vermistir.

Proje siiresince proje ekibinin su yayinlar: hazirlanmigtir:
e M.U.& Celal Cem Sarioglu. On finite branched uniformizations of the projective plane,
International Journal of Mathematics (2013).

e M.U.& Ayberk Zeytin. Quadrangulations of sphere, ball-quotients and Belyi morphisms,
Mathematische Nachrichten (2014).

e M.U. Actions of the Modular Group, (with an appendix by Hakan Ayral) to appear
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in: Handbook of Group Actions, Athanase Papadopoulos, Lizhen Ji and S.-T. Yau
(editors) International Press, 2014.

e Pierre Debes, Michel Emsalem, Matthieu Romagny, M. U. (Eds), Aritmetic and Ge-
ometry Around Galois Theory, Progress in Mathematics, Birkhauser (2013).

e M.U., Ayberk Zeytin & Merve Durmus. Binary Quadratic Forms as Dessins (2013)

(sunuldu).

e M.U.& Ayberk Zeytin Belyi maps of a family of sphere quadrangulations (2013) (ha-

zirhk agamasinda).
e Ismail Saglam. Triangulations and quadrangulations of the sphere (2014) (sunuldu).

e M.U. & Ayberk Zeytin. The Cark Groupoid and Thompson’s Groups (hazirhk asama-

sinda).

e M.U.& Irem Portakal. Modiiler Grup (Modiiler grup ve desenler hakkinda bir kitap,

hazirlik agamasinda).

Proje kapsaminda desteklenen agsagidaki bursiyerler, lisansiistii egitimlerini proje yiiriitii-
ciistiniin esdanigmanliginda yapmistir. Buna imkan verdikleri i¢in esdanismanlar Emanullah

Hizel ve Sinan Unver’e tegekkiir ederim.

e Merve Durmus. “Farey graph and binary quadratic forms.” Yiiksek Lisans Tezi, Istanbul
Teknik U. (2012).

e Firat Yasar. “Grothendieck’s dessin theory.” Yiiksek Lisans Tezi, Koc U. (2014).

e Ismail Saglam. “Triangulations Of The Sphere After Thurston.” Doktora Tezi, Ko¢ U.

(2014 Haziraninda savunmasi beklenmektedir.)

Bu lisansiistii 6grencilerin yani sira, Nese Yaman (Giincavdi) (Istanbul U.), Selcuk Ka-
yacan (Istanbul Teknik U.), Ercan Bala (Galatasaray U.), Mert Sevinis (Bogazici U.) ve
Hakan Ayral (Yildiz Teknik U.) proje bursundan degisen siirelerde faydalanmis, proje yii-

riitme stiresi boyunca yapilan aragtirma seminerlerine katilmig ve katkida bulunmus ve proje
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boyunca gerceklestirilen etkinliklerin diizenlenmesinde, programlama ve bilisim teknolojisi
konularinda ve diger teknik konularda yardimci olmuslardir. Bu isimlerden ilki yiiksek lisans
tezini proje yiiriitiiciisii ve Giilseren Cigek’in egdanismanliginda hazirlamigtir. Buna imkan

verdigi i¢in kendisine tesekkiirlerimi sunarim.

e Nese Yaman (Giingavdi) “L, uzaylarinda konvoliisyon ve siireklilik” Yiiksek Lisans
Tezi, Istanbul Universitesi, (2014).

Bursiyerleriyle birlikte proje ekibi su bilimsel etkinliklerin diizenlenmesinde ¢aligmistir.

e “Geometry and Arithmetic around Teichmiiller Theory”, Galatasaray U. Eyliil 2011
e “Workshop in Teichmiiller Theory”, Galatasaray U. Ekim 2012

e Turkish-Japanese Geometry Meetings I-II, Galatasaray U. Kasim 2013 ve Mart 2014.

Diinyanin gesitli tilkelerinden gelen toplam 50 civarinda konugmacinin katildigi bu top-
lantilara yurti¢i ve digindan da katilim olmustur. Bursiyerlere etkinliklerde sorumluluk ve-
rilmesinin amaci, aragtirmaci kariyerlerinde ihtiyaglar1 olacak tiimleyici egitimin verilmesi
ve uzman matematikgilerle temaslarinin saglanmasidir. Ayn1 amagla bursiyerlere proje yo-
netiminde sorumluluk verilmis, “Algebraic and Geometric Aspects of Teichmiiller Theory
in Europe” isimli Avrupa Toplulugu Uluslararasi Egitim Ag projesinin yazim agamasinda
calisarak proje yazimi konusunda tecriibe kazanmalar1 saglanmistir. Bursiyerlerin uluslarasi
toplantilara katihimi ve konugsma yapmalar: saglanarak bagimsiz arastirmaci kariyerlerine
geciglerine destek olunmustur. Bu seyahatler proje biitcesinin yam sira, Ko¢ Universitesi
tarafindan ve proje yliriitiiciisiiniin igbirligi yaptigi Fransiz ANR programi “Géometrie de

Finsler” kapsaminda da desteklenmistir.

Gal-Act projesi, TUBITAK tarafindan verilen “110T690 kodlu 1001 - Bilimsel ve Tek-
nolojik Arastirma Projesi Destegi” sayesinde hayat bulmustur. TUBITAK’a sagladig destek
i¢in tesekkiir ederim. Proje siiresince her agidan yardim ve destegini esirgemeyen Matematik-

Fizik Aragtirma Grubu iiyelerine minnetarim.
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Proje siiresince gerceklestirilen bazi etkinliklere ayrica TUBITAK destegi alinmistir. Bu
desteklerden biri ISBAP projesi “Istanbul Matematik Doktora Okulu” ve Istanbul Matema-
tiksel Bilimler Merkezi kanaliyla gerceklesmistir. Proje yiiriitiiciisii Betiil Tanbay’a giikran-

larimi sunarim.

Galatasaray Universitesi projeye cesitli kanallarla destek vermistir: Yiiriitiiciiniin 12.504.-
001 kodlu aragtirma projesinin yani sira diizenlenen etkinliklere nakdi ve ayni yardimda bu-
lunmusgtur. Siirli mekanlarini proje bursiyerlerine agmig ve Missions de courte durée prog-
rami cercevesinde Francois Fillastre ve Athanase Papadopoulos gibi uzmanlarin Istanbul’a
gelerek arastirma grubuyla calismalarini saglamistir. Galatasaray Universitesi’ne bu destek-
ler icin tesekkiirlerimi sunarim. Universite'nin Bilimsel Arastirma Projeleri Birimi iiyelerine,

projenin yiriitiilmesinde gosterdikleri 6zveri ve yardimlagma i¢in ayrica minnettarim.

(Caligma seminerlerimize katilarak hipergeometrik fonksiyonlar konusundaki tutkusunu
bizlere de asilayan ve 2013 Ekiminde diizenledigimiz etkinligi kendi JSPS biitcesinden des-
tekleyen Masaaki Yoshida'ya ve yiiriitiiciileri arasinda oldugu Fransiz “Géometrie de Finsler”
ANR programi imkénlarini proje ekibine acan Athanase Papadopoulos’a ayrica giikranlarimi

sunmay1 borg¢ bilirim.

Son olarak, projenin yiiriitiilmesinde sabir ve sebatla ¢aligan ve bu aragtirmay keyif alarak

ylriitmemizi miimkiin kilan tiim proje ekibine goniilden tegekkiir ederim.

A. Muhammed Uludag

Istanbul, Mart 2014

Gal-Act Proje Sonu¢ Raporu Sayfa 4



Icindekiler

ONSQZ 1
[6ZET 6
ABSTRACT 7
1. GIRI 8
(1.1 Modiiler Cizgeler| . . . . . . . . . . . 8
[1.2 Hipergeometrik Ucgenlemeler| . . . . . . . . . . . ... . 9

12

13

3. BULGULAR 14
[3.1 Kure Dortgenlemelery. . . . . . . . ... ... o oL 14
[3.2 Bely1 tasvirler1 ve Galois etkilery|. . . . . .. . ... ... ... .00 L. 18
[3.3 Carklar ve Ikili kuadratik formlar| . . . . . . . . . . . ... . 19
[3.3 Modiler grup ve etkiler1| . . . . . . .. ..o 19

[4. TARTISMA /SONUC(]| 21
l4.1. Oneriler] 21

Gal-Act Proje Sonu¢ Raporu Sayfa 5



OZET.

Hipergeometrik Galois Etkileri (Gal-Act) projesinin amaci, hipergeometrik fonksiyonlar-
dan gelen bir egri sinifi {izerindeki Galois etkisini aragtirmaktir. Bu egriler bir modiil uzayinin
noktalariyla temsil edildikleri gibi birer kafes noktasi, bir ¢esit Hurwitz probleminin ¢6ziimii,
modiiler grubun 6zel bir altgrup ailesi veya 6zel baz kurdela ¢izgeler ile de tasvir edilirler.

Bu zengin baglantilar bu desenlerin Belyi tasvirlerinin bulunabilecegi iimidini vermektedir.

Proje kapsami, geometrik /kombinatorik, cebirsel/analitik ve aritmetik isimli ii¢ kademeye
ayrilmistir. Ik kademede Thurston’un kiire iicgenlemeleri hakkindaki calismalarini genelle-
mek, ikinci kademede bu iiggenlemelere tekabiil eden Belyi morfizmlerini bulmak ve nihai

kademede bu iiggenlemeler tizerindeki Galois etkilerini incelemek amagclanmigtir.

Geometrik /kombinatorik kademede, Thurston’un aligmalar1 kiire dortgenlemelerine ge-
nellenmigtir ve 6zel bir kombinatorik egrilik kisitini saglayan kiire dortgenlemelerinin tam
bir siniflandirilmasi elde edilmistir. Bunun yani sira, Thurston’un iiggenlemelere yaklagimina

bir alternatif getirilmis ve farkli yiizeylere/egrilige uygulamaya elverigli hale getirilmigtir.

Cebirsel /analitik mahiyette olan ikinci kademe, ilk kademede insa edilen kombinatorik
nesnelerin tanimladigr desenler ve Belyi tasvirlerinin belirlenmesini gerektirmektedir. Bu-
rada, “abelyen” diyebilecegimiz baz1 hipergeometrik iiggenlemelerin Belyi tasvirlerinini he-
saplamada, Weierstrass modiiler fonksiyonu kullanarak bagari kaydedilmigtir. Bu yontem
benzer kiire dortgenleme ailesine de uygulanmigtir. Bu netice, “abelyen-olmayan” bir {ig-
genlemenin Belyi morfizmi verildiginde, bu {iggenlemenin inceltilmesiyle elde edilen sonsuz
tiggenleme ailesinin de Belyi morfizmini bulmay1 miimkiin kilmaktadir. Dortgenlemeler i¢in

de ayni sey soylenebilir.

Modiili uzaylarinda bu tliggenlemelere tekabiil eden noktalarin belirlenmesi ve Galois et-
kisinin hesaplanmasi gibi aritmetik mahiyette olan en {ist kademede elde edilen neticeler ise,
sorularm zorluguna paralel olarak sl kalmistir. Ote yandan bu dogrultuda yaptigimiz
calismalar beklenmedik bir meyve vermis ve bazi sonsuz desenlerin de aritmetik nesneler
(vani Gauss’un ikili kuadratik formlar) olarak ele alinabilecegini gostermigtir. Bu baglamda
ortaya ¢ikan ve hem tasvir sinifi grupoidinin hem de Thompson grupoidinin bir genellemesi
olan modiiler grupoid’in temel grubunun incelenmesi ve Teichmiiller kuramiyla ve aritmetikle
ilgisinin anlagilmasi gelecekte yapilacak aragtirmalarin yoniine igaret etmektedir.

Anahtar Kelimeler: Hipergeometrik kafesler, kiire iiggenlemeleri, desenler, modiiler ¢izge-

ler, Galois etkisi.
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ABSTRACT:

The objective of the project Hypergeometrik Galois Actions (Gal-Act) is to investigate
the Galois action on a class of curves originating from the study of certain hypergeometric
functions. These curves are represented by some points of a moduli space, and can also be
described as a certain subfamily of subgroups of the modular group, some lattice points, solu-
tions of a certain Hurwitz problem, or as some special ribbon graphs. These rich connections

raises the hope that their Belyi maps an be explicitly found.

The project has been conceived in three levels which may be called geometric/combinatorial,
algebraic/analytic and arithmetic. The first level aims to generalize Thurston’s work on hy-
pergeometric sphere triangulations to more general curves and curvatures, the second level
aims to find the Belyi morphisms corresponding to these triangulations and the final level

aims to study the Galois action on these triangulations.

During the project, and in the geometric/combinatorial level, Thurston’s work on sphere
triangulations have been generalized to sphere quadrangulations yielding a complete classifi-
cation of quadrangulations satisfying a certain curvature condition. Moreover, an alternative

approach have been developed which is applicable to different curvatures/surfaces.

The second level, which is of algebraic/analytic level, is about finding the Belyi maps
of the dessins constructed in the first level. By using the Weierstrass modular function, the
project have been successful in computing the Belyi maps of what one might call “abelian
hypergeometric triangulations”. This method have been applied with success to quadrangu-
lations. Given the Belyi maps of a “non-abelian” triangulation, these results also permit to

find the Belyi maps of some type refinements of the triangulation.

The arithmetic questions of the third level, such as the precise description of the points in
the moduli space corresponding to these triangulations and the study of the Galois action on
them, remains largely open, due to the difficulty of these problems. On the other, our studies
have been fruitful in another direction: some infinite dessins can be considered as arithmetic
objects (namely as binary quadratic forms). The class groupoid arises in this context and is
a simultaneous generalization of the Thompson group and the mapping class group. Unders-
tanding its nature and its connections with the Teichmiiller theory and arithmetic indicates
one possible direction for future research.

Keywords: Hypergeometric lattices, sphere triangulations, dessins, modular graphs, Galois

actions.
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1. GIRIS

1.1 Modiiler Cizgeler

Oklid algoritmas: 6lciisen biiyiikliikliiklerin kiyaslama siirecidir ve modiiler group bu algo-
ritmanin bir gruba kodlanmasidir. Insan zihni en nihayetinde biiyiikliiklerin kiyaslamasiyla
ilgili olduguna gore, hangi soyutlama seviyesinde ¢alisirsak ¢aligalim, modiiler grubun mate-
matiksel nesnelere etkileriyle zuhur etmesi sagirtici gelmemelidir. Modiiler grubun tezahiirleri

arasinda su beg klasik etki temel bir yere sahiptir.

1. Ug dalli sonsuz diizlem agaci iizerindeki soldan etkisi

2. Ust yari saha iizerinde soldan M6bius doniigiimleriyle etkisi
3. Ikili quadratik formlar tizerinde sagdan etkisi

4. Kendi tizerinde eglemeyle soldan etkisi

5. Kendi altgrup kategorisi iizerinde soldan etkisi

Sonuncu etkinin yoriingeleri, yani modiiler grubun altgruplarinin eslenik siniflar1, modiiler
¢izge adi verilen ¢izgelerle temsil edilebilirler. Bu ¢izgeler, sozkonusu altgruplarin agag tize-
rinde birinci etki araciligiyla tanimlanan etkilerinin béliim ¢izgeleridir. Modiiler ¢izgeleri, bir
yonlenmis topolojik yiizey iizerine ¢izilmig, diigiim mertebeleri 3 olan kurdela gizgelerin bir
genellemesi gibi diigiinebiliriz. Bu acidan bakildiginda modiiler ¢izgeler tami tamina yiizey

liggenlemelerine dual ¢izgelerdir.

Modiiler grubun her altgrubu, kiirenin ii¢ noktada dallanmig bir ortiistini belirler. Eglenik
altgruplar izomorfik ortiileri verdiginden bu ortiiler de modiiler ¢izgeler tarafindan paramet-

rize edilirler.

Kiirenin ii¢ noktada dallanmig ortiileri, aritmetik egrilerle, yani bir say1 cisminde tanim-
lanan karmasgik cebirsel egrilerle cakigir. Bu neticeye Bely: teoremi adi verilir. Mutlak Galois

grubu bu aritmetik egriler tizerinde etkidigine gore, modiiler ¢izgeler iizerinde de etkir (bkz.
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[, [7], [8] ve [5] derlemelerindeki makaleler). Yani modiiler ¢izgeler iizerinde mutlak Ga-
lois grubunun bir etkisi tanimhidir. Literatiirde desen diye bilinen ¢izgeler, modiiler ¢izgeden
daha genelmisg gibi goriinseler de, aslinda modiiler gizgeler ve iizerlerindeki Galois etkisi iyi

tanimlanmig bir anlamda desenler tizerindeki etkiyi bir kapsar.

Mutlak Galois grubunun anlamak igin imit vaadeden bir tegebbiis (bkz. [19], [20]) gibi
goriinse de, kii¢iik modiiler ¢izgeler iizerinde yapilan incelemeler, bunlara tekabiil eden egriler
i¢in korkung karmagiklikta denklemler vermistir ve bunlarin iizerindeki Galois etkisininden

birgey ¢ikarmak pek miimkiin goriinmemektedir.

Gal-act projesinin ana fikri, gelisigiizel modiiler ¢izgeler yerine, hipergeometrik ti¢genleme
diyecegimiz, geometri kaynakli tiggenlemeler dual modiiler ¢izgeleri alirsak, Belyi tasvirlerini
belirleme konusunda basar1 kaydedilebilecegi fikridir. Bulgular kisminda anlatilacag: iizere,

bu konuda kismi bir bagar1 kaydedilmistir, ancak Galois etkisinin incelenmesi sorusu agiktir.

1.2 Hipergeometrik Ucgenlemeler

Bir yiizey ii¢ggenlemesinde, en ¢ok alt1 tiggenin bulustugu koseye egriligi eksi isaretli olmayan
kéose ve hicbir kogesinin egriligi art1 isaretli olmayan tliggenlemelere de egriligi eksi isaretli
olmayan ticgenleme adr verelim. Egriligi eksi isaretli olmayan ii¢ggenlemeler 6nemli bir siif
olugturur. Euler formiiliiniin siradan bir uygulamasi egriligi eksi isaretli olmayan tiggenlemede
egriligi art1 igaretli koge sayisinin sonlu sayida oldugunu gosterir. Seksenlerde Thurston [10]
egriligi eksi isaretli olmayan {icgenlemeleri inceledi ve bu tiggenlemelerin bir siniflamasini
verdi ve nasil inga edilebileceklerini gosterdi. Bu iiggenlemeler Picard, Terada, Deligne ve
Mostow’un (PTMD) iist boyutlu hipergeometrik fonksiyonlar hakkinda galigmalariyla ilgilidir
[16], [4], [3]. Bu sebeple, egriligi eksi isaretli olmayan ti¢genlemelere hipergeometrik demek
uygun gortinmektedir. Bunlara dual modiiler ¢izgelere ve tekabiil eden modiiler egri rtiilerine

de hipergeometrik diyecegiz.

Thurston hipergeometrik tiggenlemelerin (6zde) sonlu sayida sonsuz aileden ibaret oldu-

gunu gostermigtir. Bu aileler sonlu sayida p = (1, , ) € QF, egrilik vektorleri tara-

11
6767 "

biiyiik ailedir, ve diger tiim aileler bu ailenin tiyelerinin bozulmasi ile elde edilirler. Her tiggen-

findan parametrize edilirler. Uzunlugu 12 olan ( .) parametresine tekabiil eden aile en

lemenin dual ¢izgesinin bir modiiler ¢izge tanmimladigini ve bu modiiler ¢izgenin de modiiler
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Sekil 1: Hipergeometrik bir kiire tiggenlemesi. Hangi koselerin egriligi art1 ve sifir isaretlidir?
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grubun bir altgrubunun eglenik sinifina tekabiil ettigini hatira getirelim. Bir p parametre

vektoriintin tammladigi hipergeometrik ortii ailesini HC'(u) ile gosterirsek,
HC(1) C FSubyPSL(2,7)

oldugunu goriiriiz. Burada FSubyPSL(2,Z), modiiler grubunu sifir cinsli ve sonlu endeksli
altgruplarinin eglenik simiflarini géstermektedir. Bu g parametreleri PTMD kuraminda da
ortaya ¢ikar ve ko-hacmi sonlu baz1 kesikli karmagik hipoerbolik yansima gruplarina kargilik
gelir. Bu parametreleri bir Riemann-Hurwits probleminin ¢6ziimlari olarak anlamanin bir

bagka yolunu ilerde sunacagiz.

Hipergeometrik ti¢ggenlemeler arasinda en meshuru onikiyiizlii tiggenlemedir (Platonik
cisimlerin en biiytigii oldugundan) ki yukarida bahsi gegen en biiyiik ailenin bir tiyesidir. Uc-
genlenmis yiizeylere kimi zaman deltahedra, kose mertebeleri hep 3 olan polihedraya trivalent
polihedra denir. Organik kimayada, yiizleri besgen veya altigenlerden olusan trivalent poli-
hedraya fulleren denir. Kimyada fullerenler karbon atomlarinin olusturdugu bazi karmagik
molekiillerle ilgili olarak (60’larda!) incelenmistir. Kimya literatiiriinde ve pazarinda fulleren
kataloglar1 bulunmaktadir [I7]. Her trivalent polihedrona iligkin bir deltahedron (yani kiire
tiggenlemesi) vardir, merkezi altboliimle elde edilir; bu yolla fullerenlere tekabiil eden del-
tahedronlarsa ikosahedral iiggenlemenin de ait oldugu en biiyiik hipergeometrik tiggenleme
ailesinin {iyeleridir. Ikosahedronun kendisi Cgy molekiiliine karsilik gelir. Kimya baglaminda,
HC(p)'un aym dallanma davranigi (pasaport) gosteren iiyeleri izomerler seklinde kargimiza
gikar. Fullerenlerin izomer sayimi da kimya literatiiriinde ele alinmigtir [12]. Hipergeomet-
rik baglant1 bu sorunu bir kafes noktalarinin bir otomorfizm grubu altinda yoriingelerinin

sayimiyla iligkilendirmektedir.

Hipergeometrik tiggenlemeler daha da sagirtici bir baglamda ortaya ¢ikmaktadir. Yama-
lar, (quilts) canavar grubu ile ilgili “0-cins" olgusunu incelemek tizere Norton tarafindan oraya
atilmigtir [6]. Yamalar: fazladan bir miktar daha bilgi igeren bir gesit desen gibi diigiinebi-
liriz. Norton'un futbol topu veya agtopu adini verdigi 6zel bir sinif yama canavar grubu ve
altgruplarimin incelenmesinde ortaya cikmaktadir. Aslinda agtopu yamalar tam anlamiyla
fullerenlerdir, ve fullerenler de hipergeometriktir. 0-cins olgusu hipergeometrik iiggenlemeler

baglaminda dogal bir gekilde yorumlanabilir.
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Kaydirma ytizeyleri (translation surface) ve Veech grouplari hipergeometrik tiggenleme-
lere rastgeldigimiz bir bagka baglamdir [29]. Kare-kaplama yiizeyler (origamiler), sonlu sayida
Oklid birim karesi alip sag kenarlar1 sol kenarlarla, iist kenarlar1 alt kenarlarla yapistirarak
elde edilir ve her bir origami tek delikli simitin bir értiisiini verir [2] (tek delikli simit modiiler
egrinin en biiyiik abelyen ortiisiidiir ve derecesi altidir. Ug delikli kiire ise modiiler egrinin
yine alt1 dereceli, abelyen olmayan bir galois ortiistidiir). Geligigiizel origamiler aragtirmaya
elverigli degildir, incelemeye miisati daha 6zel origami ailelerine bakacak olursak, bunlarin
hipergeometrik tiggenlemelerle baglantili oldugunu goriiriiz (daha kesin bir dille séylemek
gerekirse hipergeometrik origamiler, her bir kogesinde engok 4 kare bulugan origamiler olarak

tanimlanir. Bu tanim yine bir eksi igsaretli olmayan egrilik kogulu getirmektedir).

1.3 Sorular ve Sanilar

Gal-Act projesini motive eden ve genel gidigatin1 agagidaki soru 6bekleri belirlemigtir. Proje

boyunca bu sorularda degisen olciilerde gelisme kaydedilmigtir.

P (Modiilerlik) Hangi hipergeometrik tiggenlemeler modiilerdir? (yani belirledikleri mo-
diiler altgruplar bir kalandag modiiler altgrubunda igerilir?) Bir hipergeometrik ti¢genleme
verildiginde, belirledigi modiiler altgrubu baskilayan en kiiciik galois ortiisiinii bul. Hiper-
geometrik ortiilerin monodromi gruplarini teshis et. Bu monodromi gruplarini nilpotan ve
¢Ozlniir gruplarla kiyasla, ve bu monodromy gruplarinin 6zde abelyen olup olmadiklaria
bak.

P (Belyi tasvirleri ve Galois etkisi) Bir hipergeometrik iiggenlemeye tekabiil eden Belyi
tasvirinin acgikca tanimla ve galois etkisini incele. Bu etki aymi p parametreli ve ayni sayida
tiggen igeren tiggenlemeler {izerinde (yani ayni kiire iizerinde yer alan kafes noktalari tizerinde)
gecismeli midir? Bu etki kafes bozulmasiyla uyumlu mudur? Hipergeometrik ortiilerin tanim

cisimlerini betimle.

»(izomer sayma) Ayni p tipli hipergeometrik tiggenlemelerin sayisi i¢in uygun bir iireteg

fonksiyon yaz.

» (Modiiller uzay1) Her 7 hipergeometrik iicgenlemesi bir p; € M py; noktasiyla temsil
edilir, burada Mpy; 9-boyutlu kismi tikizlanmig Deligne-Mostow karmagik hiperbolik mo-

diili uzayim gostermektedir. Bir 7 hipergeometrik iicgenlemesi verilsin. Sani: pr € Mpu
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“hipergeometrik noktasi” cebirseldir. Bu noktalar Q {izerinde tanimli midir? Bunun cevabinin
menfi olmasi muhtemeldir. Hipergeometrik nokta ile onun temsil ettigi hipergeometrik tiggen-
lemeler iizerindeki galois etkilerini kiyasla. Bu iki etki uyumlu mudur? Bazi hipergeometrik
noktalarin koordinalarimi agik secik hesapla. Verilen p7 temsilcisine sahip T iiggenlemesi bu-
lunabilir mi? Hipergeometrik noktalarin tanim cisimlerini betimle. Hipergeometrik olmayan

p € Mpy cebirsel noktalar: bul (bununla ilgili olarak bkz. [9]).

P (Canavar Grubu) Norton’un agtoplar1 (gruplar kurami), Thurston’un eksi igaretli ol-
mayan ti¢genlemeleri (geometri), hipergeometrik egriler (cebirsel geometri), arasindaki bag-

lantilar1 aydinlat.
2. LITERATUR OZETI

Girig kisminda yeri geldikge literatiire gonderme yaptik. Burada, proje siiresince literatiire
yapilan katkilara kisaca deginmemiz gerekirse, Gal-act projesinin bagladigi Lando ve Zvon-
kine’in “Graphs of Surfaces and Applications” [I] kitabi, desenler konusundaki temel kaynak
durumundaydi. Gal-Act siiresince desenler konusunda kayda deger yaymlar yapilmigtir ve
bu konunun bir agidan oldunluga erigmis oldugu séylenebilir. Ernesto Girondo ve Gabino
Gonzalez-Diez tarafindan yazilan “Introduction to Compact Riemann Surfaces and Dessins
d’Enfants” isimli eser artik bagvuru kaynaklarindan biridir. Alexander Degtyarev’in “Topo-
logy of Algebraic Curves: An Approach via Dessins d’Enfants” kitabi [14], cebirsel egrilerin
incelenmesine desenler kullanarak bir yaklagim getirmistir. Pierre Guillot'nun ilham verici
[18] makalesi sadece desenleri degil, Grothendieck-Teichmiiller grubunu da ele almaktadir.
Desenlere hesaplamali yaklagimlar: 6zetleyen [30] ve [21] makaleleri de dikkate deger. Bu ya-
yinlarin hicbirinin Gal-Act projesinin ele aldig sistematik bir yaklagim 6neremedigini iddia

edebiliriz.

Kiire tiggenlemeleri hakkinda, proje siiresi boyunca, proje ¢iktilarina ek olarak bir makale
daha yayimlanmigtir [23]. Bu makalede, dort pozitif egrilikli noktas: olan koni metriklerinin
agik segik bir smiflandirmasi ve ingasi verilmistir. Bir bagka makalede [24], eksi isaretli egrilikli
koni noktalar1 olan diiz metriklerin alan formunun igareti sorunu ele alinmigtir (bu konuyla
ilgili olarak bkz. [I3]). Doktora égrencisi Ismail Saglam, gelisigiizel cinsten yiizeylerde bu

sorunu incelemek i¢in bir kegif gezisi yapmay1 tasarlamaktadir.

Gal-Act Proje Sonu¢ Raporu Sayfa 13



3. BULGULAR:

3.1. Kiire iicgenlemeleri ve dortgenlemeleri

P M.U.& Ayberk Zeytin. Quadrangulations of sphere, ball-quotients and Belyi
morphisms, Mathematische Nachrichten (2014). Bu makalede, Thusrton’un koge eg-
rilikleri bir ¢esit “eksi igsaretli olmama” sartini1 saglayan kiire tiggenlemeleri siniflandirmasini
izleyerek, ayni sart1 saglayan kiire dértgenlemelerinin bir siniflandirmasi verilmigtir. Genel
dortgenleme ailesi, alt1 boyutlu bir karmagik Lorenz uzayinin i¢indeki tamsay1 noktali bir Ga-
uss kafesi A’’niin pozitif kare-normlu elemanlar1 tarafindan parametrize edilir. A’ kafesinin
otomorfizm grubunun bir altgrubu vardir, éyle ki bu altgurubun yoériingeleri kiire dértgenle-
melerini birebir gekilde parametrize ederler. Bu grup aynm1 zamanda Lorentz uzayinin pozitif
normlu noktalarinin projektivizasyonu alinarak inge edilen karmasgik hiperbolik uzay iize-
rinde, kesikli olarak etkir, (top-)boliim uzay: kiiredeki 8 noktanin modiiller uzayidir, hacmi
sonludur ve Picard-Terada- Deligne-Mostow listesinde yer alir. Hem Thurston’un kafesi hem
de bu kafes modiiler grubun bazi altgrup ailelerini (veya buna denk bir gekilde, baz1 desen-
leri) parametrize ediyormus gibi diigiiniilebilir. Bu aileler ayn1 zamanda bir modiiller uzayimin

noktalariyla da temsil edilirler.

P ismail Saglam. “Triangulations Of The Sphere After Thurston.” Doktora Tezi,
Kog¢ U. (2014 Haziraninda savunmasi beklenmektedir.) Asagidaki ¢zelliklere sahip n

adet dogal say1 verilsin:

O<l€1,]€2,...,]€n<6, (n>3), (1)

i ki = 12, 2)

Bu zellikteki k& = (ky, ko, ..., kn) vektérlerinin sayist sonludur. T(k, 1) ile kiirenin isaretli n
sayida kogesinde 6 — ky, 6 — ka,.., 6 — k,, licgen ve diger kogelerinde 6 licgen bulunan ii¢gen-
leme ailesini gdsterelim. k = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) olmas1 durumunda Thurston [10]

sunu gostermistir:
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Sekil 2: Hipergeometrik-olmayan bir dortgenleme.. Hangi koselerin egriligi arti, eksi ve sifir
isaretlidir? (graphics: courtesy of Mick West)

T(k,l) = E*T. (3)

Burada E karmagik Lorentz uzayinda bir kafes ve I' bu kafesin bir otomorfizma gurubudur.

Bu tezde bu sonucun yeni bir kanit1 verilmektedir. Ayrica k agsagidaki formda ise
k= (Ko, ko, - - , ko) (4)

ve , sartlarin sagliyorsa, Thurston’un sonucunun agagidaki gibi genellestirilebilecegi

gosterilmigtir:
T(k,1) = E(k)*/T(k). (5)

Burada E(k) karmasik Lorentz uzaymda bir kafes ve I'(k) bu kafesin bir otomorfizma guru-
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budur. (1.1) ve (1.2) kosullarim saglayan k = (ko, ko, .., ko) vektérlerinin listesi séyledir:

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) (6)
(2,2,2,2,2,2) (7)
(3,3,3,3). (8)

3 tekil noktali iiggenlemeler i¢in benzer bir sonug ispatlanmig ve bu durum detayl bir ¢ali-
silmigtir.

Agagidaki 6zelliklere sahip n adet dogal say1 verilsin:

0<qi,qay... qn <4, n>3, 9)

n

Z%‘ =3, (10)

1=1

Bu ozellikteki ¢ = (q1, g2, ---, gn) vektorlerinin sayist sonludur. Q(q, 1) ile kiirenin igaretli n
sayida kosesinde 4 — ¢, 4 — gs,.., 4 — g, kare ve diger koselerinde 4 kare bulunan karelemeleri
ailesini gosterelim. ¢ = (1,1,1,1,1,1,1,1) olmasi durumunda Uludag ve Zeytin agagidaki

sonucu kanitladilar [26]:
Qg,1) =G"/T". (11)

Burada G karmagik Lorentz uzayinda bir Gauss kafesi ve IV bu kafesin otomorfizma gurubu-

dur. Tezimizde bu sonucu, yeni bir yontemle, agagidaki gibi genellegtiriyoruz:

(7: (Qan07""7q0) (]‘2)

vectoriiniin @D, kogullarini saglamas1 durumunda ona karsilik gelen kareleme uzayi, dogal

bir gekilde, soyle parametrize edilebilir;

Q1) =G /T(d)- (13)

Burada G(¢) karmagik Lorentz uzayinda bir kafes ve I'(¢) bu kafesin otomorfizma gurubudur.
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Sekil 3: Hipergeometrik bir kiire dortgenlemesi

Bu ozelliklere sahip ¢ vektorleri sunlardir;

(1,1,1,1,1,1,1,1) (14)
(2,2,2,2). (15)
, veya @D, kogullarini saglayan vectorlerin tam listesi [25]’da bulunabilir.

P ismail Saglam. Triangulations and quadrangulations of the sphere (2014) (su-
nuldu). k= (k1, ka, .., ky) asagidaki vektorlerden biri olsun

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) (16)
(2,2,2,2,2,2) (17)
(3,3,3,3). (18)

T(/g, [) ile kiirenin igaretli n sayida kogesinde 6 —ky, 6 —ko,.., 6 — k,, liggen ve diger kogelerinde

6 iicgen bulunan iicgenleme ailesini gosterelim. Bu makalenin ilk ana amaci bu tip iiggenlme
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ailelerini agik bir gekilde ortaya koymaktir. Makale Thurston’in “Shapes of polyhedra and
triangulations of the sphere [10]” isimli makalesinin devami veya genellestirilmesi olarak da
degerlendirilebilir.

Metodumuz kisaca soyledir: Ilk olarak yukaridaki her vektdre karsilik gelen bir uzay insa
ediyoruz. Bu uzaydaki her nokta kiire iizerinde bir tekil ve diiz metrigi temsil ediyor. Elde
ettigimiz bu uzayin metrik kapaniginin bir karmasgik hiperbolik uzayin tireteglerini bildigimiz
bir isometri gurubuyla boliimiinden elde edilecegini gosteriyoruz. Her iiggenlemeyi tekil, diiz

bir kiire metrigi olarak ele alip su sonuca ulagiyoruz:
T(k,1) = G(k)* /T(k). (19)

Burada G(k) karmagik Lorentz uzaymda bir Eisenstein kafes ve I'(k) bu kafesin otomorfizma
gurubudur.

k= (k1, k2, .., ky) asagidaki vektorlerden biri olsun

(1,1,1,1,1,1,1,1) (20)
(2,2,2,2). (21)

Q(q,1) ile kiirenin isaretli n sayida kogesinde 4 — q1, 4 — qa,.., 4 — ¢, kare ve diger kosele-
rinde 4 kare bulunan karelemeleri ailesini gosterelim. Makalemizin ikinci amaci bu tip kiire

karelemelerini incelemektir. Yukaridaki metodu kullanarak benzer bir sonuca ulasiyoruz:

QD) =G /T(®)- (22)

Burada G(¢) karmagik Lorentz uzayinda bir kafes ve I'(¢) bu kafesin otomorfizma gurubudur.

3.2. Belyi tasvirleri

» M.U.& Ayberk Zeytin Belyi maps of a family of sphere quadrangulations
(2013) (hazir). Kareyi daha kiigiik karelere bolerek elde edilen sonsuz hipergeometrik dort-
genleme ailesinin Belyi tasvirleri, Weierstrass modiiler fonksiyonlar: araciligiyla belirlenmig-

tir.

» Firat Yagar. “Grothendieck’s dessin theory.” Yiiksek Lisans Tezi, Ko¢ U.
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(2014). Bu tezin amaci, desenler iizerindeki modiiler grup etkisinin Galois grubu etkisiyle
iligkisini incelemektir. Modiiler grubun desenler iizerindeki kombinatorik agidan bilinmekte-

dir ancak konformal kategoride anlagilamamigtir.

3.3. Carklar ve Ikili kuadratik formlar

P Merve Durmus. “Farey graph and binary quadratic forms.” Yiiksek Lisans
Tezi, Istanbul Teknik U. (2012). Bu tezin sonuglar1 agagidaki makalenin igeriginin bir

kismini olusturmustur.

» M.U., Ayberk Zeytin & Merve Durmus. Binary Quadratic Forms as Dessins
(2013) (sunuldu). Her ilkel belirsiz ikili quadratik form smifininin, ¢ark adi verilen ve
bir konformal halka i¢ine gomiilmiis sonsuz bir ¢izge tarafindan dogal bir gekilde temsil
edildigi gosterilmistir. Bu ¢izgenin, omurga adi erilen tek bir devresi vardir. Carkin her bir
kenari, carkin temsil ettigi siniftan bir belirsiz ikili quadratik forma kargilik gelir. Indirgenmis
formlar, bu kenari garkin omurgasinin {izerinde yer alan ¢arklardir. Gauss indirgemesi, kenari
carkin omuruna dogru hareket ettirme siirecidir. Miiphem ve tersinir siniflar simetrisi olan

carklar tarafindan temsil edilir. Periodik carklar ilkel olmayan formlara karsilik gelir.

» M.U. & Ayberk Zeytin. The Cark Groupoid and Thompson’s Groups (hazirlik
asamasinda). Bu makalede, nesneleri ikili quadratik form smiflar1 ve morfizmleri ikili quad-
ratik formlarin kendileri olarak yorumlanabilen ve tasvir grubu sinifiyla Thompson grubunun
eszamanli bir genellemesini/melezlemesini veren grupoidin temel grubu ve Teichmiiller kura-
miyla irtibati incelenecektir. Bu groupoidin nesneleri ayni zamanda birer sonsuz desen olarak

da goriilebilir.

» M.U. & Hakan Ayral, Dynamical properties of a continued fraction trans-
formation (yiiriimekte olan arastirma) Modiiler ¢izge dontigiimleri ve ikili quadratik
formlar hakkindaki bazi hesaplamali sorular, bizi siiren kesirlerle ilgili baz1 sayisal deney-
ler yapmaya sevketmigtir. Bu deneylerin sonuglarinin yorumlanmasi ve kuramsal gerceveye

oturtulmasi da gal-act projesinin arastirmalarimizda bizi siiriikledigi alanlardan biridir.

3.3. Modiiler grup ve etkileri

» M.U. Actions of the Modular Group, (with an appendix by Hakan Ayral) to
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appear in: Handbook of Group Actions, Athanase Papadopoulos, Lizhen Ji and
S.-T. Yau (editors) International Press, 2014. Bu makale, izleyen kitabm bir proto-
tipi olarak diigliniilebilir. Bu kitap projesine, lisansiistii 6grencilerle sarfedilen mesainin ve

tiretilen egitim malzemesinin /birikiminin verimli bir yere sevkedilmesi amaciyla baglanmigtir.

» M.U.& Irem Portakal. Modiiler Grup (Modiiler grup ve desenler hakkinda bir
kitap, hazirlik asamasinda). (Onséz’den..) Bu kitapta, nicelik ve bagint1 kategorilerinin
uzay ve zaman sezgileriyle bulugarak matematiksel kavramlar: dogurdugu kaynaktan, yani
Oklid algoritmasindan yola cikarak modiiler grubu takip edecegiz. Bu seyahat esnasinda yo-
lumuz siiren kesirlere, diyofan analizine, hiperbolik geometriye, modiiler formlara ve egrilere,
kurdela cizgelere, - - - ugrayacak. Amacimiz bu konulardan herhangi birinde derinlesmekten
ziyade tiim bu kavramlarin ahenkli bir biitiin i¢inde yer aldigim1 gostermek. Ancak uyar-
maliy1z ki, “ahenkli bir biitiin" fikri bir yanilgi da olabilir. Dahas1 “kanuni” bir silsile iginde
sunulmalar1 bu kavramlar: kisirlagtirabilir. Belki de o darmadaginik halleriyle daha ilham
vericiler ve standart miifredatta ihmale ugramis olmalar: bir lituftur. Boylece, her matema-
tikgiye, kendi disiplininde olgunluga erigtikten sonra, herhangi bir rehberin, kaynak kitabin,
danigmanin, bilimsel hizipin sultasinda kalmadan asil kaynag: kegfedecegi bu yolcuga girigme

firsat1 dogmaktadir.

Ikinci bir amacimiz da okuru Oklid algoritmas: gibi kadim bir konudan alip, en giincel
konulara kadar getirmek. Yeri geldikce tizerinde calisilmakta olan, cevabi bilinmeyen soru-
lara da deginecegiz. Bu yoniiyle kitabin arastirmacilara da hitab eden bir yonii olacagini

umuyoruz.

Sonucta son sinif lisans 6grencilerinin ¢ok, yiiksek lisans 6grencilerinin daha az zorlanarak
okuyabilecegi bir kitap yazmay1 hedefledik -zorlanmadan okunan bir kitaptan ne 6grenebilir-
dik ki?-. Dolayisiyla bu kitaptan faydalanmak i¢in temel analiz, geometri ve cebir derslerine
vakif olmak gerekir. Cebirsel topolojiden kullandigimiz kavramlar: aciklamaya caligtik, ancak
bu konuda bir ders takip etmig olmanin verecegimiz bazi teoremlerin degerini takdir etmede
biiylik faydasi olacaktir. Bu haliyle kitap, lisansin son senesinde veya yiiksek lisansta genel
igerikli bir ders i¢in de kullamlabilir. Ancak baz kaynaklarla desteklenmelidir. Bu amaca
yonelik bazi alistirmalar da ekledik. Ileride e-kitap yaparak icine bazi uygulama ve animas-

yonlar1 da eklemeyi diisiinmekteyiz.

Gal-Act Proje Sonu¢ Raporu Saytfa 20



» Ayberk Zeytin, A visual study of the modular group (yliriimekte olan aras-
tirma) Proje doktora-sonrasi bursiyeri Ayberk Zeytin, yiiriitiiciiniin danigmani oldugu bir
Tiibitak-Kariyer projesi yiiriitmektedir. Bu proje modiiler grubun gorsel ve hesaplamali bir

incelemesini yapacak bir yazilim iiretmeyi hedeflemektedir.
4. TARTISMA /SONUGC.

Yiirtirliikte oldugu ii¢ sene boyunca, gal-act projesinin ele aldigi sorularin bir kisminda kayda
deger bir ilerleme kaydetmistir. Ancak bu sorulardan daha iddiali olanlarda kaydedilen ge-
lisme, bu sorularm zorluguyla orantilidir. Ote yandan proje yeni arastirma sorularma da yol
acmigtir: mesela bazi sonsuz modiiler ¢izgelerin aritmetik nesneler olarak, yani ikili kuadra-
tik formlar olarak goriilebilecegini gibi gsasirtici bir sonug da elde edilmistir ve ¢ark grupoidi
denen nesne tanimlanmigtir. Modiiler ¢izge doniigtimlerinin incelenmesi bizi siiren kesirlerin

dinamik 6zellikleriyle ilgili sorulara yonlendirmigtir.

4.1. Oneriler

Elde edilen neticelerin cesitli istikametlerde gelistirilmesi miimkiindiir. Ik akla gelen,
Thurston’un eksi-igaretli olmayan egrilik sartinin esnetilmesi ve kiire digindaki yiizeylerin
ticgenlemelerinin de incelenmesidir. Mesela tek bir noktanin egriliginin eksi isaretli ama sabit
degerli olmasina izin verilirse, alan formu nasil degisir? Bu tiir {iggenlemelerin bir vektor uzayi
olugturdugu ispatlanabilir mi, ve bu uzay tizerindeki alan formunun isareti bulunabilir mi?
Bu noktadan sonra bu uzaylar iizerinde alan formunu sabit birakan dogrusal kesikli gruplrin

arastirilmasina bakilabilir.

Belyi tasvirleri konusunda buldugumuz neticeler, sonsuz aileler i¢in olsa da tiim hiper-
geometrik liggenlemeler i¢in Belyi tasvirlerini bulma konusunda basar1 kaydedilemedi. Elde
edilen sonuglar Weirstrass fonksiyonlarin kullandigindan, daha genel neticelere hipergeomet-

rik fonksiyonlarin derinlemesine bilgisini kullanarak erigilebilir.

Canavar grubunun incelenmesinden gelen yamalarin (quiltler) neden hipergeometrik ol-

dugu sorusu hala bir muamma olarak kalmigtir.

Cark adim1 verdigimiz sonsuz desenlerin ikili kuadratik form olarak yorumlanabilmesi

bizim sonsuz Teichmiiller kuramini incelemeye sevketmistir.
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